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SOLUCIONES NOVIEMBRE 2016

Autor: Rafael Martinez Calafat (profesor jubilado de Matematicas)

Noviembre 1: ¢Cudles son las posibles longitudes del tercer lado del tridngulo de lados 2016 cm y 2017
cm?

Nivel: 4ESO.

Solucidn: Sean x, 2016 y 2017 las longitudes de los lados de un tridngulo. Como se debe cumplir

la desigualdad triangular:

x+ 2016 > 2017 = x>1
x+ 2017 > 2016 = x>0 = x € ]|1; 4033[
2016 + 2017 > x = 4033 > x

Noviembre 2-3: En una circunferencia de radio unidad se
inscribe un octégono regular ABCDEFGH.

Hallar los angulos, el areay el perimetro del triangulo AAlJ

Nivel: Preparacion OME y OMS
Solucion: Empecemos por los dngulos. El angulo central
asociado al arco FD es (360/4 =) 90°, por lo que el
angulo inscrito del arco FD, es decir el angulo ZIAJ, es
45°, Por idéntica razdn (el danguloinscrito es la mitad del
angulo central) tendremos que el dngulo sefialado en
cada uno de los vértices del octégono es de 22,5°. Por
tanto, el angulo ZOFK = 22,5° y como ZFOK = 90°,
tendremos que ZFKO = 67,5°, de donde ZHKI (= ZFKO,

al ser opuestos por el vértice) y como ZKHI = 22,5°,

tendremos que ZKIH =90° (= ZAlJ por ser opuestos por
el vértice). Por ultimo ZIJA = (180° — 90° — 45° =) 45°,
Es decir, el tridngulo AAll es un tridngulo 90-45-45,

rectanguloen .
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Ademids ZHAF = 45° (al ser el angulo inscrito
correspondiente al dangulo central del arco HF). Por lo
tanto AHIA = AAl

Vamos por los lados. Sea x el lado y (por Pitagoras)
V2 %, la hipotenusa. Sea AJCK el simétrico del tridngulo
AAlJ respecto FB. Como AE es un didametro de la
circunferencia tendremos que AADE es rectangulo en D
y al aplicar sobre él el teorema de Pitagoras:

2% = (V2x)" + (2x +VZx)*

cuya solucion es:

Por lo tanto:

2 V2. 2442 ""E

+ =
V2+v2 V2442 V2442

Perimetro =

Noviembre 4: Cuatro amigos lanzan un dardo cada uno de ellos. Si a, b, cy d son las probabilidades
de acertar cada uno de ellos; hallar la probabilidad de que acierten tres o mas de ellos.

Nivel: 3ESO, 4ESO

Solucioén: La probabilidad de que acierten los cuatro es a-b-c-d. La probabilidad de que acierten
tres de ellos y el otro falle es: a-b-c:(1 -d) + a-b:(1 - c¢)-d + a:(1 — b)-c:d + (1 — a)-b-c-d. La suma de
todas ellas serd la probabilidad solicitada:
[T=ab-ccd+abc—abcd+abd-abcd+acd-abcd+bcd-abcd=abc+abd+acd
+b-c:d—3-a-b-cd

Noviembre 5-6: Resolver:
(x3—ax? + x)z = (x3+3x— 2)2

log(3,3) 3 +logzy x* = —4
Nivel: 4ESO, Bachillerato

Solucioén: Para la primera ecuacion tenemos:
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X3 —4x? +x=x34+3x—-2

3 4x24x)2=(x3+3 —22=>{
(x x*+3)° = x—2) x3 —4x? +x = —x3 —3x+2

Para la primera posibilidad:

x=1
0=4x?+2x-2 =3 _ 1
2
Para la segunda posibilidad:
2x3 —4x% +4x—2=0= (x—1)-2-(x2—x+1) :>{X=1
x &€ R
Por tanto, la ecuacién sélo tiene dos raices realesx=1yx=-%
Para la segunda ecuacion, utilizando la férmula del cambio de base: logyB = iZici
C
| 3 logz3 1 | , logzx®  2logsx
083x®2 = logz;(3x3) 1+ 3-logsx ' OB27%" = log;27 3
Con ello, la ecuacién queda:
1 4 2logsx _
1+ 3logsx 3
Con el cambio t = logzx la ecuacidn se transforma en:
! + 2t 4 3+ 2t(1 + 3t) 12(1 + 3t) 6t2 +38t+15=0
—_ = = = = — = =
1+3t 3
. —-194+271
Cuyas soluciones t = — llevan a:
V271-19 _19+v271
x=3 6 y x=3 6

Noviembre 7-8: De un cuadrilatero ABCD se sabe: ZA =60°, Z/D =120°, £C =30° DC = 200 +

100+/3, AB = 100+/3 y que en su interior se puede inscribir un circulo. Hallar drea y perimetro del

cuadrilatero y radio del circulo

b 120°

Nivel: Preparacion OME
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Solucién: Empezamos con el perimetro. Como por un punto exterior hay dos tangentes a una

circunferencia de igual longitud, tenemos

Perimetro = AM + AL + LB + BJ + JC + Cl + ID + DM = 2(200 + 100v3) + 2(100v3) =
400(1 ++/3)

Vamos por el radio del circulo.

200 + 100v/3 — y

100v/3 — x

Podemos descomponer el cuadrildtero es tres poligonos: dos triangulos 60-30-90 y un rectdngulo

de lados 2Ry 100 — /3 — x = 200 + 100+/3 — y. De ellos tenemos:
tg60° =% = xV3=2R
200 + 100V3 —y = 100V3 —x = y—x= 200
tg30° =§ =y =2V3R

Las tres ecuaciones forman un sistema con soluciones x =100,y =300y R = 50v/3.
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Para el area tendremos que el area solicitada es suma de las dreas de los dos tridngulos y la del
rectangulo:
Apgcp = xR+ (100V3 —x) - 2R+y-R
=100 - 50vV3 + (100v3 — 100) - 100v3 + 300 - 50v/3 = 10000(3 + V/3)

Noviembre 9: Dado un real x se define | x| al mayor entero menor o igual a x. Si [&J =3yly?| =
7, éentre qué valores estara |xy|?

Nivel: Preparacién OME, OMS, 3ESO, 4ESO

Solucién: Tenemos:

Vx| =3 = 3<Vvx<4 = 9<x<16

= 17,21~ 9V7 <xy < 32
[y3j=7=>73y3<8=>i/7§y<2} y

Luego |xy] oscila entre 17 y 31

Noviembre 10-11: De un triangulo AABC se sabe el radio
de la circunferencia circunscrita r=2v/3 y si O es el centro de

la circunferencia circunscrita ZAOB=120° y /BOC=135°.

Hallar area y perimetro del triangulo A

Nivel: A partir de 4ESO. Preparacién OMS y OME

Solucion: Tendremos: Axpc = Aaor + Agoc + Apoc siendo todos los triangulos del segundo
miembro isésceles (y por tanto los angulos opuestos al angulo en O iguales).

Para calcular el area utilizaremos el hecho de que el drea de un tridngulo es la mitad del producto

de dos lados contiguos por el seno del angulo que forman.

1 1, V3
AAOBZEFZ'COS(120°)25-4.3.7:3\/§
1 1 V2 WZ +9VZ
ACOB=§1‘2'C05(135°)=§-4-3-7=3\/§ b= Aupe =
1 1 VEIVZ 363 +Z
Anoc =517 - cos(105°) =+ 43— — = ( . )J

Para el perimetro utilizamos el teorema de los senos:



sen(120°) \/_/2

Pagina 6 de 16

243 =

223 =23 (242

/6+3 2 — \/_

r C
AAOB = sen(30°) =sen(120°) B sen(30°) - 1/2
ACOB o r 3 a sen(135°) \/7/2
sen(22,5°)  sen(135°) sen(22 5° ) /2 _ \/7/
AAOC o r 3 b sen(105°) 3 \}2"' 2-3
sen(37,5°)  sen(105°) sen(37 5°)
sen(105° sen(75° 2sen(37,5°)cos(37,5°
() Sen(105) _ sen(759) _ 2sen(3750eos(375) _
sen(37,5°) sen(37,5°) sen(37,5°)
Por tanto:

Perimetro=6+2\/§/2+\/§+ f6+3 /2—\/§

Noviembre 12: Sean AB y CD dos cuerdas de una misma | —————_
circunferencia que se cortan en E. Probar que: \

EA-EB=EC-ED

Nivel: 3ESO

Solucion: Consideremos los triangulos AACE y ABED. Estos T

dos tridngulos son semejantes Pues tienen dos angulos A/
iguales (los angulos en E (por opuestos por el vértice) y los
angulos en Cy en B (por abarcar el mismo arco AD)). Porlo |

tanto:
CE

BE

AL CE-ED =EB-AE
= —— . ] .
ED

~~
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Noviembre 13-20: Calcular el area y el perimetro de una
estrella regular de seis puntas inscrita en una circunferencia de

radio 1

Nivel: A partir de 3ESO. Preparacién OMS
Solucion: Podemos descomponer la
estrella en doce tridangulos equilateros y
por lo tanto en 24 tridngulos 30°-60°-

90°, cada uno de los cuales tiene area:

B
Ao h-x  x*V3
2 2 ‘ H 2x
Como en el didmetro AD hay cuatro '
% AN
alturas h tenemos: X
2 1 1
h = Z = E = E = X\/§ =
1
X =—
2V3

De aqui:
13
Acstrena = 24+ A =24- 12— =3

El perimetro de la estrella estd formado por 12 segmentos de longitud 2x. Por tanto:

1
P =12 -— =43
estrella \/§

Noviembre 14: ¢Cudl es el menor valor de k que hace que n*+4n+k no sea multiplo de 5 para
cualquier n natural?

Nivel: Preparacion OME.

Solucién: Sean=5p +rconre{0, 1, 2, 3, 4}, tenemos:

n3 =51+r3

= n3+4 k=5 344 k
4n=5m+4r} n° +4n + q+r°+4n+

Por tanton® + 4n + k = 3 & r’+4n+k= 3 Debemos buscar k tal que para cualquier valor

de r posible r® + 4n + k no sea multiplo de 5. Por inspeccién directa:
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r r’+4n+k k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
0 k 0 1 2 3 4
1 5+k 5 6 7 8 9
2 16 + k 16 17 18 19 20
3 39 +k 39 40 41 42 43
4 80 +k 80 81 82 83 84

(En rojo los valores multiplos de cinco). La primera columna que aporta valores no multiplos de
cinco es la correspondiente a k = 2. Por lo tanto, el menor valor de k natural tal que n*+4n+k no

sea multiplo de 5 para cualquier n natural es k = 2 (también k puede ser 3)

Noviembre 15-16: Resolver:
V23 —x3++/23 +x3 =x3
1
cos(0) - cos(20) = 2

Nivel: A partir de 4ESO.
Solucioén: Para la primera, tenemos elevando los dos miembros al cuadrado:

23 —x%+ 23 +x3 +2¢/232 —x5 = x5 46+ 2,/5290 —x6 = x5 2,/5290 —x©
=x%—46; 4(529 —x®) =x1?2 —92x°% + 2116; —4x°® = x'2 —92x%; 0
= x'? —88x°% 0 =x°(x°—88)

Ydeaqui:x=00x = +3/88 = +1/2%/11
Comprobacién de soluciones:

x=0no es solucién pues el primer miembro lleva a 2v23, y el segundo miembro lleva a 0.

x =/2%/11 es solucién pues el primer miembro lleva a \/23 —2v22 + \/23 + 2v22 y el segundo

miembro lleva a 2v22 , y estas expresiones son iguales ya que al elevar al cuadrado tenemos:

2
<J23—2V22 +\/23+2\/ﬁ> =23 —2V22 423 +2V22+2/23%2 -4-22

= 46 + 2V441 = 88 = (2v22)
y sacando raices cuadradas positivas tenemos lo deseado.
x = —V/2¥/11, no es solucién, pues el primer miembro lleva a un valor positivo y el segundo
miembro lleva a un valor negativo.
Para la segunda, puesto que cos(20) = cos?0 - sen?0 = 2cos?0 - 1, tenemos cos0(2cos?0 - 1) = %.

Haciendo z = cos0, llegamos a:
1 1
z(2z% — 1) =7 8z3 —4x —1 = 0; (z+§)(822—4z—2) =0

Que lleva a
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([ 1
2=
1445
2Ty
_1-+5
\Z = 4
Por tanto:
( 1 1
cosO = _E; 0 = arc cos <_E) = 120° + k360°
14++/5 14++/5
{ cosb = > ; 0 = arc cos > = 36° + k360°
1—-+/5 -5
cosO = > ; O = arccos = 108° + k360°

Donde k es cualquier entero.

Noviembre 17: Sean las sucesiones: an =15n—-4; by =6k + 7, éiqué elementos tienen en comun?
Nivel: A partir de tercero de ESO. Preparacion OMS.
Solucioén: Si suponemos que ambas colecciones tienen elementos en comun tendremos:
15n -4 =6k + 7; 15n—11 = 6k;
Es decir, 15n — 11 es multiplo de 6 y por tanto de 3, y como 15n es multiplo de 3, tendremos que

11 es multiplo de tres, que es un absurdo.

Noviembre 18-19: En la figura hay una
circunferencia de didmetro AB y el tridngulo
/AABC es rectangulo en A con ZB = 60°. Si BD

= +/3, calcular perimetros y dreas de ABAD,

AADCy AABC

Nivel: A partir de 3ESO. Preparacion OMS.

Solucion: Al ser AB un didmetro de la

circunferencia, tenemos que ZADB =90°, y
como ZABD = 60°, tendremos que ZBAD
=30°. Es decir AABD es un tridngulo 30°-60°-
90°. Analogamente ZADC = 90° y como
/DAC = 60°, tendremos que ZDCA =30°. Es

decir AADC es un triangulo 30°-60°-90°
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Recordemos que en los tridngulos

30°-60°-90° se tiene que el cateto

pequeino mide la mitad de Ia

_ 2 _ 2 — /2
hipotenusa (ya que él, junto con su h=V4x —x2 = /3x
simétrico respecto al cateto -~

A X h  xV3
grande forman un tridngulo T 2 T 9
equilatero) y que el cateto grande
mide raiz de tres veces el cateto
pequefio, por lo que el drea es raiz -
de tres veces el cuadrado del
cateto pequefio
A C
/ \ 6
Aplicando lo anterior a los dos triangulos 30°- 4\
60°-90°, tendremos la figura adjunta. Lo que \ 23 } 3v3
permite calcular areas y perimetros: \ V3 ED
P=3+3V3
AABD = 3v3
)
P=9+3V3
AACD = 93
A= —
2
P=6+6V3
AABC = 12/3
A= T = 6\/§

Noviembre 21-22: En una circunferencia de centro O y
radio unidad se inscribe un octégono regular ABCDEFGH.

Calcular angulos, perimetro y area del tridngulo A0OZ)

Nivel: Preparacion OME y OMS.
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Solucién: Empezamos por los angulos. El angulo en O
mide 45° (pues es el angulo central asociado al arco AB
= 360°/8). Ademas AABO =~AZJO (pues estan en
posicidn de Tales) y como AABO es isdsceles (pues OA
= 0B = 1), tenemos que OZ = OJ. De aqui £0Z) = Z0JZ
=67,5°.

Para los lados utilizaremos algunos resultados del
triangulo AAIlJ. A saber, que es rectangulo en | e

1 V2 E
— v Al =

V2+v2 y Al 242
Obviamente AO es la bisectriz del angulo ZIAJ (por simetria). Aplicando el teorema de la bisectriz

Al A .
tendremos: 5 = T] =>t= \/fy guejuntocont+y =

isosceles siendo Al =[] =

1

242
V2-1 2 -2

=, t=——
T vz V2++2

Ahora, en AAIZ tenemos al aplicar Pitagoras

forman un sistema con solucién

2

AZ = J(AD?Z +y2 =
(AD? +y 2+2

Con lo que:
p = 2—ﬁ+ 4
V22 2+V2

Y, por ultimo:

2 2
2+V2 2442

Para el area del triangulo AOZJ, utilizamos la férmula que calcula el area como la mitad del

0J]=0Z=A0-AZ=1-

producto de dos lados consecutivos por el seno del angulo que forman los lados. Tendremos:
2
V2
sen(45°
(2 +42 (459 2
2 12 + 8v2

A=

Noviembre 23: Calcular el producto del natural formado por m doses y el natural formado por m
nueves

Nivel: A partir de 2ESO.

Solucién: Aportamos dos soluciones:

1.- Considerando los nimeros como la suma de los términos de una PG. Tenemos:
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m m m m-1 10m — 1
a=222..2=2 <111....1> 2 (100...0 + 100...0 +---- +1> 2

10 -1
m m m m-1 10™ — 1
b=999...9=9<111....1>=9<100...0+100...0+----+1>=9 10-1
abo2 1 G108 29 om gy (10m — 1)
10 -1 10-1 9:9
m m
2 2 999...9 999...9
=—.10m-.-(10m-1)—=(10m-1)=2"- -10m —2-
9 9 9
m m
=2-111...1-10m-2-111...1
Es decir:
m m m m
a‘-b=2-111....1-10m—-2-111...1 = 222...2-10™ — 222...2
Por tanto:
/'\_L“/——’—\ B s s e
2293 ZLLOPPe=°° °
" rrt—— 21F

Tt lvactah by ot VRS
\_——’—\/-\__’/v_\/\—/
w1

2.- Directamente:

\
I

e N

vel g 0 O Q NNA

R N
oL—Q\
——

A
{ M
3 ‘
14494 -—-%191)q 9 3
(AN 2 M T 109
AT9999 ~~~99¢ 2|1
[ N NN ' -l
LGBkl AL 43R~ -FF I

q(»}«l)ﬁ LG - 147 +m-2 2 (O -2 =lO(M-1) £7 =lo-r1y+7
‘f(f*l\&“”"*‘: qm ~4 v :fcm_q:lo(”“_’()f'
Tl Q) ¢ LS T < 4 Z(Om-B =tolh D) ¢(o < j061
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Noviembre 24-25: En un cuadrilatero ABCD sea O el
punto de corte de las diagonales. Si el area del AADO es
2yelareadel ACOBes11.

Averiguar el menor valor posible del area del ADOC

Nivel: Preparacién OME.
Solucion: Primero probaremos que en una situacién como
esta Aapoc'Aaaos = AapoaAacos

De la ilustracién adjunta tenemos:

OD-h OB-H OD-H OB-h
Aaapo * Aacos = A S

= Aapoc * Anraos

Luego si X = Aapoc € Y = Aaaos tenemos: x-y =11-2 = 22

Por la desigualdad aritmético-geométrica tenemos:

X+
> 5y = V22

Y la igualdad solo acontece cuando x = y. Luego el menor valor de x y de y son aquellos para los

quex? =122 = x=y= 22

c
A = 1/ 2 B
60° T E
Noviembre 26-27: De dos cuerdas AB y CD de una i
circunferencia se sabe que se cortan en E con un dngulo /
de 60°. Si AE = 3, EB =2y EC = 1, hallar el radio de la //
circunferencia /"
/
D

Nivel: A partir de 4ESO. Preparacion OME y OMS

Solucién: Utilizaremos geometria analitica. Empezamos por disponer un sistema de ejes
coordenados centrados en A(0, 0) y con E(3, 0) y B(5, 0) en el eje X. Los pasos a seguir son:

1.- Hallar las coordenadas de C. Para ello calcularemos la recta t que pasa por E(3, 0) con pendiente
m = tag 60° y calcularemos la interseccién de esta recta con la circunferencia de centro E(3, 0) y
radio 1

2.-Célculo de la recta r L al segmento AC que pasa por el punto medio de AC
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3.- Cdlculo de la recta s L al segmento CB que pasa por el punto medio de CB.
4.- Calculo del centro de la circunferencia solicitada: O =rns

5.- El radio es la distancia entre Ay O

5B

1.- Recta que pasa por E(3, 0) y con pendiente tag 60° = /3:y = v/3(x — 3)
Circunferencia centrada en E(3,0) yradio 1: (x — 3)2 +y? =1

7
x—=3)2+y?=1 5 7 V3
(x—=3)°+y w12 o5 ¢l %3
y =V3(x—-3) 5 2’72
2
Pues x= 5/2 corresponde al punto por debajo del eje X
2.- Punto medio de A(O, O)yC(7 f) PG, ?)
. B0 5
Pendiente de la recta que pasapor AyC: m = TS
4
7 V3), V3_ 7 (7). - _7 13
Recta L al segmento AC que pasa por P(Z’ T)' y—5 = @(x 4), y = \/§><+\/§
3.-Punto med|odeC( \/_) B(5, 0): Q(147, f)
V3 V3
“-0
Pendiente de la recta que pasaporCyB: m = 3—5 = 3—//2 = —\/3—5
P =2
Recta L al segmento CB que pasa por Q(%, g) y— \/_(x——) y = V3x — 4/3
4.- Interseccionderys:
4 + 13 7 13 13 7
= ——X —_—
A SN —xt = VA - 443, ﬁ+4\/§=x(\/§+ﬁ),
y= V3x — 43

25/\/— 5 5
X = == y=vV3-—-4V3 =— T

33 5 3V3
10, 2 2 ( )
/3
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5.- Célculo del radio:

R = d(A,0) = J@)Z + <32£>2 _

Noviembre 28: Resolver:

X+xy+y= —9}
x2 +y?=17
Nivel: A partir de 3ESO.

Solucion: Multiplicando la primera ecuacién por 2 y sumando la segunda ecuacién obtenemos:
X2 +y?2+2(x+xy+y)=17-18, x> +y? +2xy+2(x +y) = -1,
(x+y)2+2(x+y)+1=0 (x+y+1)2 =0, x+y=-1
Sustituyendo esta igualdad en la primera ecuacién tenemos:
xy—1=-9, xy = —8

El sistema propuesto es equivalente a:

XxX+y= —1}
xy = —8
Que pasamos a resolver. De la primera despejamosy y = —1 — x sustituimos y en la segunda:

3 ( 1++/33

—-1++33 X = T

x(-1-x)=-8;x2+x—8=0; x= — =
( 2 { -1++/33
2= 2

No es totalmente necesario calcular los valores de y pues al ser el sistema propuesto simétrico

tenemos que si (a, b) es solucién también lo es (b, a). Por lo tanto:

-1 ++/33 14++33
Vi=X=——F " Y2=X1 = —~——
2 2
No obstante, si se quieren calcular los valores de y:
14++v33 —-1++33 —-1+4++33 1++33
y1=—1—x1=—1+ 2 = 2 ,y2:_1_x2:_1_ 2 = — 2

Noviembre 29-30: Cinco personas tienen cada una de ellas una plaza de aparcamiento en un
mismo garaje. Como las cinco plazas estdn juntas han decidido aparcar escogiendo
aleatoriamente la plaza de entre las que estan desocupadas cuando llegan a aparcar. Un
determinado dia todas las plazas han sido desocupadas, écudl es la probabilidad de que ninguno
de los vehiculos aparcados en los extremos de las plazas aparque de nuevo en una plaza que este
en un extremo?

Nivel: A partir de 4ESO.
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Solucién: Los casos posibles seran las formas de escoger cinco plazas entre los cinco coches
disponibles, es decir 5!. Para los casos favorables razonamos de la siguiente forma: Si Ay B fueron
los coches que ocuparon las plazas extremas, entonces A puede aparcar en tres plazas no
extremas y entonces B puede aparcar en dos plazas que no son extremas. Quedan entonces 3
plazas que pueden ser escogidas de 3! maneras entre los demds coches. Asi que los casos

favorables son 3:2-3!. La probabilidad solicitada es:
3-2-301 3

51 10



