SOLUCIONES ABRIL 2016

Autor: Ricard Peird i Estruch

Abril 1

Sea el tetraedro regular ABCS.
Sean K, L, M de las aristas AS , BS, CS, respectivamente, tal que, S

A—K:BLZS—M:%a. !

A K
Determinar el drea del tridngulo KLM .

Solucién:
A A
Los tridangulos equilateros ABS , KLS son semejantes.

Aplicando el teorema de Tales:

KL=2a.
4
A

Aplicando el teorema del coseno al triangulo LMS :
— 1 1
M = ta2: 922 21334 cos600.

16 16 4 4
IM” = a2,

16

ﬁ

IM=KM=""a.
4

Sea P el punto medio del segmento KL .
L=tk -3a.
2 8

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo PLM:

J19

PM=——
8
A
El drea del tridngulo KLM es:
SuLm :EKL.PM ziﬁa@azﬂa?
2 24 8 64



Abril 2, 9:
Sea el tetraedro ABCD. Sean P i Q eso puntos

medios de les aristas BD, C_D, respectivamente.
La seccidon que pasa por los puntos A, P, Q divide
el tetraedro en dos partes.

Determinar la proporcién entre los volimenes de
las dos partes.

Solucion:
A
PQ es la paralela mediana del triangulo BCD .

El plano que pasa por los puntos A, P, Q divide el tetraedro ABCD en dos piramides, PQDA y

BCQPA de bases PQD , BCQP, respectivamente.
Las dos piramides tienen la misma altura h sobre las bases anteriores.

A A
Los triangulos BCD, PQD son semejantes y de razén 2:1.
Aplicando el teorema de Tales:

2
1 1
SPQD = (E] SBCD = ZSBCD'

3
SBCQP = SBCD - SPQD = ZSBCD'
El volumen de la piramide PQDA es:
1 11
V = —S . = ——S * h .o
PQDA 3 PQD 34 BCD
El volumen de la piramide BCQPA es:
1 13
V, ==S -h===S5 -h.
BCQPA 3 BCQD 34 BCD

La proporcion entre los dos volumenes es:

11
—Sgep - h
Veapa _ 3 4" 5P _ 1
V, 13 3
BCQPA gZSBCD -h



Abril 3

Sea un cono inscrito en un tetraedro regular.
Calcular la proporcién entre el volumen del cono y del tetraedro.

Solucién:

Sea el tetraedro regular ABCS de arista AB=a.
Sea O el baricentro de la base.

O es el centro de la base del cono inscrito.

Sea M el punto medio del lado BC.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridangulo rectangulo ABM :

V3

AM=""3a.
2
Aplicando la propiedad del baricentro:
OM= %m = %a, radio de la base del cono.

A
El drea del triangulo equilatero ABC es:

J3
Sasc = Taz

El volumen del tetraedro es:

v, :%SABC&.

El volumen del cono es:
1 - -
Ve =§Tc0|v|2 .0S.

La proporcion entre los volimenes es:

2
R ]
y. L™OM.0s Tg@
c_3 L
V_: 1 — = J_ = \/_z06046
T §SABC'OS 43a2 3V3



Abril 4, 5:

A I - -
Sea el triangulo ABC, AB=6,BC =8, AC=10.
Perpendicularmente al plano que determina el tridngulo se levantan

AE = 2, BF = 8, CH = 4. Determinar el 4rea y el volumen del sélido
ABCEFH.

Solucién:

A
El triangulo ABC es rectangulo en Bya que 102 =62 + 82,
El sélido es un prisma triangular recto truncado.
El volumen es:

:1(6.8).M:112_
2 3

AE -+ BF + CH
Vagcern = Sasc f
Sea E’ la proyeccidn de E sobre la arista CH.
EH=2.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo EE'H:

EH =226 .

Sea E” la proyeccion de E sobre la arista BF.
E"F=6.

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo EEA"F:
EF=642.

Sea H’ la proyeccion de H sobre la arista BF.

HF=4.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo HH'F :

FH=445.

A
Sea o = ZEFH. Aplicando el teorema del coseno al triangulo EFH :

(2\/%)2 = (4\/5)2 +(6\/§)2 —2.445.6v2cosa.

1 . 3
CoOsa=——. SInNo. = —.
J10 J10
A
El drea del tridangulo EFH es:
2 2 J10
El area del sélido ABCEFH es:

S pscern = Sasc * Secrr T Scaen T Seaer + Sern -

S ascern =%(6-8)+8;48+2;410+8J£26+36=168.

Elr

112 cm?
168 cm?




Abril 6
Determinar la proporcidn entre los volimenes de un cono inscrito en
una piramide regular hexagonal.

Solucion:

La proporcion entre los volUmenes de un cono y una piramide que
tienen la misma altura son proporcionales a las bases.

Sea a la arista de la base de la pirdmide.

La apotema del poligono es igual al radio del circulo inscrito.

, 3
La apotema del hexdgonoes —a.

La proporcion entre los volumenes es:

\/§ 2

T —a
Veon _ Scercle _ 2 __T ~0.9069 .
Vpiramide Shexé\gon GEaz 2\/5
4



Abril 7, 8:

Una esfera es tangente a la base de un cono equilatero de radio r (el
diametro de la base es igual a la generatriz).

Determinar el volumen de la parte del cono que esta fuera de la esfera.

Solucion:

Sea AB = 2r didmetro del cono.

SA=SB=2r.

Sea M el punto medio del segmento AB centro de la base del cono.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo AMS :

ZASM= 30°.

MS =r+/3.

Sea O el centro de la esfera tangente a la generatriz en el punto A.
Sea OA =R el radio.

Sea m:x.
ZMAO=30°.
J3
X=—T

3

R

23
3

El segmento OS corta la esfera en el punto P.

/50N WO
S RRRRRAISS

El volumen de la parte del cono que esta fuera de la esfera es igual al volumen del cono menos

el volumen del casquete esférico de radio Ry altura h = MP .

V3

hzwzﬁ—cﬁﬂ:?r.

El volumen del cono es:

TE\/§ r3

con

V, =Enr2-l’ 3=
3

El volumen del casquete es:

Tl

Veasquet = nhz(R 3 3 3 9 27
El volumen de la parte del cono que esta fuera de la esfera es:
VoV, _Vcasquet _T 3 (3 TC5\/§ 3 47t\/§ =y

3 27 27




Abril 10, 11:

Un prisma hexagonal regular esta inscrito en una esfera de
radio R.

Calcular su area sabiendo que el prisma esta circunscrito a
una esfera.

Solucién:

Sear el radio de la esfera inscrita en el prisma.

La altura del prisma es 2r.

La apotema del hexdgono base es igual al radio de la
circunferencia inscrita.

La arista de la base del prisma es:

243
a==—""r.
3
43 —

@:zR,mﬂE:Tr, LM =2r.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo KLM :

2
(2R)? = (2r)? +[£r} .
3
2 2 3R?.
7
El drea del prisma es:

ﬁ[z@rjz L6.203

3

—33 r-2r =124/3 r =—36;/§ RZ.

S=216—
4




Abril 12

La base de una pirdmide es un cuadrado de lado a y una cara lateral es
perpendicular a la base y es un tridngulo equilatero.

Determinar el area y el volumen de la piramide.

Solucién:

Sea la pirdmide ABCDS de base el cuadrado ABCD de lado AB=a.
A
Sea ABS la cara que es un tridngulo equilatero y perpendicular a la base.

AS =BS=a.
/SBC=/SAD=90°.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridangulo rectangulo isésceles SBC :

SC=SD=aJ2.
Sea M el punto medio de la arista AB .

MS es la altura de la pirdmide.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo AMS :

v =34,
2
El volumen de la pirdmide es:

1 —12\/_ \/_

V==S,s0p MS=Za
3 ABCD 3

A
El drea del triangulo equilatero ABS es:

B

SABS = 4

A
El drea del tridangulo rectangulo isdsceles BCS es:

1 2.
S ==a
BCS — 2

Sea N el punto medio de la arista CD.
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo CNS .

@zga

A
El drea del tridngulo isdsceles CDS es:

Scps =-a—a=—
s 27 2 4

El drea total de la pirdmide es:

V3 2 N7 o

1
Siotal = Sagcp +2° SBCS+SABS+SCDS_a +223 +Ta +—

= [2 + M]&Z

4



Abril 13, 20:

Sea el prisma regular hexagonal.

Determinar la proporcidn entre el volumen del poliedro dual del
prisma (aquel que tiene por vértices los puntos medios de las
caras) i el volumen del prisma.

Solucién:

Sea el prisma regular hexagonal ABCDEFA’B’C’'D’E’F’ de arista de la
base ay altura h.

El poliedro SIJKLMNS’ dual es una dipirdmide.

Sea J’ la proyeccidn de J sobre la arista AB .

Sea K’ la proyeccién de K sobre la arista BC.

Sea P el punto medio del segmento AC.

JK =JK' =AP.

ZCAB=30°.

A
Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo APB :

J3

AP =""a.
2

h
La altura de cada una de les piramides es 5 y la arista de la base

J3

K=""a.
2
El volumen de la dipirdmide es:

1 JE[J? th 33

2

2 =6~ —|="=ah.

VdiPiramide: 3 4 2 3

El volumen del prisma es:

J3

Voisma = GTaz ‘h.
La proporcion de los volumenes es:
3V3 .,
VdiPiramide= g N 21
Vorsna 6ﬁa2h 4
4

o




Abril 14

En un prisma triangular regular hay inscrito un cono de radiory el
angulo de la generatrizy la base es o .
Calcular el volumen del prisma.
Solucién:
Sea el prisma ABCA’B’C’.
Sea M el punto medio de la arista AB .
A

Sea O el baricentro del tridngulo equilatero ABC .

A
El drea del triangulo ABC es:

A
Sea O’ el baricentro del triangulo equilatero A'B'C'

OM-=r.

Sea el cono de radio r de generatriz MO', ZO'MO = o. angulo que forma
la generatriz y la base del cono.

Sea AB = a arista de la base, OO' = h altura del cono.

A
Aplicando razones trigonométricas al tridngulo rectangulo O'MO :
h=r-tga.

— 3

CM=7a,C_M=3r.

a=2r\/§.

El volumen del prisma es:

Vyigna = Sp -h =§a2 -r-tgazg(Zr\/g)zr-tgcx =33 -tga.-r?

10



Abril 15, 16:

Sea el prisma regular cuadrangular.

Determinar la proporcidn entre el volumen del poliedro dual del prisma (aquel
gue tiene por vértices los puntos medios de les caras) y el volumen del prisma.

Solucién:

Sea el prisma regular cuadrangular ABCDA’B’C’D’ de arista de la base a y altura
h.

El poliedro SJKLMS’ dual es una dipiramide.

Sea J’ la proyeccidn de J sobre la arista AB .
Sea K’ la proyeccién de K sobre la arista BC.
K =TK =2 AC.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo ABC :

AC=aV2.

h
La altura de cada una de les piramides es ) y la arista de la base

V2

K="a.
2

El volumen de la dipirdmide es:

2
V =2 E(ﬁa] D :lazh.

diPiramide 3 2 2 6

El volumen del prisma es:

2
Vorisna = @ -h.
La proporcion de los volumenes es:
1.,
—a‘h
Vdipiramide _6 _ 1
5 .
Vprisma a‘h

11




Abril 17

El volumen de un ortoedro es 8cm? y su superficie es 32cm?.
Si las aristas estdn en progresion geométrica determinar la medida
de la suma de todas las aristas del ortoedro.

Solucién:

Sean a, b, c las medidas de les aristas del cubo.
La sumadeles 12 aristases L=4(a+b+cC).
Si las aristas estdn en progresion geométrica:
ac =b?.

El volumen del ortoedro es:

abc =8.

b* = 8. Resolviendo la ecuacidn:

b=2cm

El drea del ortoedro es:

2(ab +bc +ac)=32.

2a+2c+b?=16.
2(a+c)=12
a+c=6.
a+b+c=6+2=8.

La medida de la suma de todas les aristas es:
L=4(@a+b+c)=4-8=32cm

12




Abril 18, 19:

La base de una pirdmide es un hexagono regular de lado a y una cara
lateral es perpendicular a la base y es un tridngulo equilatero.
Determinar el area y el volumen de la piramide.

Solucidn:
Sea la pirdmide ABCDEFS de base el hexagono regular ABCDEF de lado

AB =a.

Sea AIéS la cara que es un tridngulo equildtero y perpendicular a la base.
AS =BS =a.
/SBD=/ZSAE=90°.

Sea M el punto medio de la arista AB .
ZSMC = ZSMF =90°

MS es la altura dela pirdmide.
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo AMS :

J3

MS =Y"3a.
2

Sea O el centro del hexagono ABCDEF.
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo AMO :

El volumen de la pirdamide es:

1 — 1 — 3 ,J3_ 3,

V=§SABCDEF-I\/IS =§6-SABO-MS =2-—a"—a=—a’.

A
El drea del tridngulo equilatero ABS es:

3.

SABS = 4

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo isésceles SBD :
SD =SE =2a.

Sea N el punto medio de la arista CD.
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo DNS .

@zga

A
El drea del tridngulo isdsceles DES es:

1 V15 15 ,
a——a=——--a .

Sipe ==
DES " 27 2 4

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo MOC :

J7

MC = "a.
2
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridangulo rectangulo SMC :

13



J10

SC=""a.
2

Sea P el punto medio del segmento SC.
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo BPC :
— 6
P= £a.
4

A
El drea del tridngulo BCS es:

1— — 1J_J_ \/_

Spee =-CS- BP_—— MY a=
BCS o 2 437§

A
Sea o= ZSCD. Aplicando el teorema del coseno al tridngulo CDS :

2
(2a)® =a® + V0 1 Z2.1. Y19 cosa
2 2

—-+/10
coso = ——.

20
. \390
sina = ——.

20

A
El drea del triangulo CDS es:

1 \/l_ \/390 _ 39 ¥

1—
S =—CD- CS sino=—a
cos =5 475 20 8

El drea total de la pirdmide es:
Stotal = Sascoer T2 Sges +Sass + 2 Scps + Spes =

+ + +
2 8 4 8 4 4

:(ﬁ 2E+£ 2‘/5 \/ﬁJazz[7\/§+2\/E+\/§

14

3



Abril 21, 22:

Sean dados un cubo y una pirdmide cuadrangular regular, con arista
lateral b.

Los vértices de una de las bases del cubo son los puntos medios de las
aristas de la base de la piramide, mientras que cada una de la cara

opuesta del cubo corta una de las aristas laterales de la pirdmide.
Determinar el volumen de la parte del cubo situada fuera de la piramide. | “

Solucion:
Sea PQRST la piramide cuadrangular regular de base el cuadrado ABCD y de arista lateral

PT=b
Sea el cubo ABCDA’B’C’'D’ de arista AB = X.
Sea O el centro del cuadrado ABCD.

OR - 12,50 -x.

PQ=xv2.

Sea M el punto medio de la arista A'B'.
Sea N el punto medio de la arista AB .

— — 1
MNzx,NQ:Ex.

A A
Los tridangulos rectangulos TOQ , MNQ son semejantesy de razon 2:1.

Aplicando el teorema de Tales:
OT =2MN = 2x.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo TOQ :

b? = x? +(2x)2.
Resolviendo la ecuacion:

J5

X=—X.
5

El volumen de la parte del cubo situada fuera de la pirdmide es igual al volumen de cuatro

1 JEE—
pirdmides triangulares de base el tridngulo rectangulo de cateto A'M = EX y altura A'A=X.

11(1 Y 1 4
V:A{gE(EXJ XJZEX .
V =5[£bJ3 =£b3.

6( 5 150

15



Abril 23, 30

Calcular el volumen de la esfera tangente a las aristas ﬁ, S_B, scC
del tetraedro regular SABC en los vértices A, B, C respectivamente,
siendo el drea del tetraedro 3+/3 u?.

Solucidn:

Sea AB = a arista del tetraedro.
La superficie del tetraedro es:

J3

4Ta2 = 3«/5. Resolviendo la ecuacién:

a=+3.

A
Sea G el baricentro del triangulo ABC .
Aplicando la propiedad del baricentro:

A 3
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo AGS : (5527 =SS

—= A DR
GS=+2. y N
Sea O el centro de la esfera. Q) \

A
O pertenece a la recta perpendicular a la base ABC que pasa por el
baricentro.

Sea OA = OB = OC = radio de la esfera.
Per ser la esfera tangente a la arista SA en el vértice A, OA es

perpendicular a SA.
Sea OG =x.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo OAS :

(\/5)2 +r2 = (\/E+x)2.
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo OGA :
r’ =1 +x°.
2, 2
(\/5) +r° = (\/5 + x)

r2 +12 + x2

Consideremos el sistema . Resolviendo el sistema:

El volumen de la esfera es:

V=gﬂ:[ﬁ] = /6 u®.

2

16



Abril 24, 25:
Un cubo y un ortoedro tienen igual las areas.
Las dimensiones del ortoedro tienen proporcién 1:6:6, y

volumen 562.5dm?.
Calcular el volumen del cubo.

Solucion:
Sean X, 6X, 6X las dimensiones de las aristas del ortoedro.

El volumen del ortoedro es:

V, = X-6X-6X =562.5. Resolviendo la ecuacion:
X =2.5.

El drea de ortoedro es:

S, = 2(6x2 +6x? +36x2) = 2(48x? )= 600 .
Sea a la arista del cubo.

El cubo tiene la misma area que el ortoedro:
S. =6a” =600 . Resolviendo la ecuacién:
a=10dm.

El volumen del cubo es:

V, =a® =10° =1000dm® =1m?®.

17




Abril 26, 27:

En una pirdmide regular cuadrangular el drea de la seccion paralela
a la base es tres veces menor que el area de la base. Determinar la
razén entre los volumenes de los dos cuerpos en que queda dividida
la pirdmide por la seccion.

Solucion:

Sea la pirdmide regular cuadrangular ABCDE de base el cuadrado
ABCD.

Sea la seccién PQRS paralela a la base.

Sea O el centro del cuadrado ABCD.

Sea O’ el centro del cuadrado PQRS.

S 1
ZPORS _ = Entonces la proporcién entre los lados del cuadrado es:
SABCD 3 A

@_\ﬁ_ﬁ
AB V3 3°

g , . . . PQ 3
Los tridangulos rectangulos PO'E, AOE son semejantesy larazon s :Q = 3 entonces:
AB

ot _3
OE 3
Calculemos la proporcidn entre los volumenes de las pirdmides PQRSE y ABCDE:
1 N
=S -O'E
Veorse _3 PORS _ E
Vascoe 1 9

— (1)
SABCD -OE

Calculemos la proporcidn entre los volumenes del tronco de piramide ABCDPQRS y la piramide
ABCDE:
Vaecorors _ Vascoe ~ Veorse 1— Veorse _ 1— J3
= = =1-2> (2)
VABCDE VABCDE VABCDE 9
Dividiendo las expresiones (1) (2) la proporcién entre los volumenes de la pirdmide PQRSE y el
tronco de pirdmide ABCDPQRS es:

J3

Veorse _ 9 _ 1+343
Vascorgrs  9-— J3 26
9

18



Abril 28, 29

Sea la pirdmide regular ABCDS de base el cuadrado ABCD que tiene
todas las aristas igualesa AB =a.
Calcular la superficie de la esfera tangente a les aristas

ﬁ, ﬁ, S_C, SD en los vértices A, B, C, D respectivamente.

Solucién:
Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo isdsceles

A
ABC :
AC=av2.
Aplicando el teorema inverso de Pitagoras al triangulo rectangulo

isosceles ASAC :

ZASC=90°.

Sea M el centro del cuadrado ABCD

ZSAM=45°,

Sea O el centro de la esfera.

O pertenece a la recta perpendicular a la base pgcp que pasa por el
centro M.

Per ser la esfera tangente a la arista SA en el vértice A, OA es
perpendicular a SA.

ZSAO=90°.

Entonces, ZMA ==901—- L/SAM=45°.

A
El tridngulo AMO es rectangulo i isdsceles.
Aplicando el teorema de Pitagoras:
OA = a radio de la esfera.
La superficie de la esfera es:

S = 4na’.

esfera
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