SOLUCIONS ABRIL 2016

Autor: Ricard Peird i Estruch

Abril 1

Siga el tetraedre regular ABCS.
Siguen K, L, M de les arestes AS , BS, CS, respectivament, tal que, S

A—K:BLZS—M:%a. !

A K
Determineu I'area del triangle KLM.

Solucio:

A A
Els triangles equilaters ABS , KLS sén semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

KL=>a.
4
A

Aplicant el teorema del cosinus al triangle LMS :
M =Lta2: 922 21534 cos600.

16 16 4 4
M’ =L a?

16
v —ikvi— Y.

4 —
Siga P el punt mig del segment KL .
L=tk -3a.
2 8
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PLM:
P10,

8

A

L’area del triangle KLM és:
SKLM ZEEW zéﬁa@a:@az_

2 24 8 64



Abril 2, 9:

Siga el tetraedre ABCD. Siguen P i Q els punts
migs de les arestes BD, C_D, respectivament.
La seccid que passa pels punts A, P, Q divideix el
tetraedre en dues parts.

Determineu la proporcié entre els volums de les
dues parts.

Solucié:

PQ és la paral-lela mitjana del triangle BCD
El planol que passa pels punts A, P, Q divideix el tetraedre ABCD en dues piramides, PQDA i

BCQPA de bases PQD , BCQP, respectivament.
Les dues piramides tenen la mateixa altura h sobre les bases anteriors.

A A
Els triangles BCD, PQD sén semblants i de raé 2:1.
Aplicant el teorema de Tales:

2
1 1
SPQD = (E] SBCD = ZSBCD'

3
SBCQP = SBCD _SPQD = ZSBCD'

El volum de la piramide PQDA és:
1 _11

\/ ==S . =Sz -h..
PQDA 3 PQD 3 4 BCD
El volum de la piramide BCQPA és:
1 13

VBCQPA = ESBCQD h= §ZSBCD -h.

La proporcio entre els dos volums és:

11
—Sgep - h
Veapa _ 3 4" 5P _ 1
V, 13 3
BCQPA gZSBCD -h



Abril 3

Siga un con inscrit en un tetraedre regular.
Calculeu la proporcié entre el volum del con i del tetraedre.

Solucié:

Siga el tetraedre regular ABCS d’aresta AB=a.
Siga O el baricentre de la base.

O és el centre de la base del con inscrit.

Siga M el punt mig del costat BC.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABM :

V3

AM=""a.
2

Aplicant La propietat del baricentre:

OM= %m = %a, radi de la base del con.

A
L’area del triangle equilater ABC és:

J3
Sasc = Taz

El volum del tetraedre és:

v, :%SABC&.

El volum del con és:
1 —2 —
VC = ETCOM . OS .

La proporcio entre els volums és:

2
1 —2 — V3
T —a
v, 3™OM -0S 5 -
V_c: ] — = - \/_z0.6046.
T -S,..-08 ¥3.,. 33

3 4



Abril 4, 5:

A - - -
Siga el triangle ABC, AB=6,BC =8, AC=10.
Perpendicularment al planol que determina el triangle s’aixequen

AE = 2, BF = 8, CH = 4. Determineu l'area i el volum del solid
ABCEFH.

Solucié:

A
El triangle ABC és rectangle en B ja que 10? =62 +82.
El solid és un prisma triangular recte truncat.

El volum és:
AE +BF+CH 1 2+8+4
ViagcerH =Sppc————— ==(6-8) — =112.
3 2 3
Siga E’ la projeccio de E sobre I'aresta CH .
EH=2.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle EE'H:

EH =226 .

Siga E” la projeccio de E sobre |'aresta BF.
E"F=6.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle EEA"F:
EF=642.

Siga H’ la projeccié de H sobre I'aresta BF.

HF=4.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle HH'F :

FH=445.

A
Siga oo = ZEFH . Aplicant el teorema del cosinus al triangle EFH :

(2\/%)2 = (4\/5)2 +(6\/§)2 —2.445.6v2cosa.

1 . 3
CoOsa=——. SInNo. = —.
J10 J10
A
L’area del triangle EFH és:
2 2 J10
L’area del solid ABCEFH és:

S pscern = Sasc * Secrr T Scaen T Seaer + Sern -

S ascern =%(6-8)+8;48+2;410+8J£26+36=168.

Elr

112 cm?
168 cm?




Abril 6
Determineu la proporcio entre els volums d’una con inscrit en una
piramide regular hexagonal.

Solucio:

La proporcio entre els volums d’un con i una piramide que tenen la
mateixa altura sén proporcionals a les bases.

Siga a I'aresta de la base de la piramide.

L’apotema del poligon és igual al radi del cercle inscrit.

X . V3
L’apotema de I’hexagon és —a..

La proporcio entre els volums és:
2
n—a
Vcon _ Scercle — 2 — L ~ 0.9069 .

piramide - Shexagon GEaz 2\/§
4

\Y/




Abril 7, 8:

Una esfera és tangent a la base d’un con equilater de radir (el diametre
de la base és igual a la generatriu).

Determineu el volum del la part del con que esta fora de I'esfera.

Solucié:
Siga AB = 2r diametre del con.
SA=SB=2r.

Siga M el punt mig del segment AB centre de la base del con.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMS :

ZASM= 30°.

MS =r+/3.

Siga O el centre de I'esfera tangent a la generatriu en el punt A.
Siga OA =R el radi.

Siga OM = x.
/MAO=30°. £
J3 e B
=3 t’%"”’ o
3 WSS

R

23
3

El segment OS talla I'esfera en el punt P.
El volum del la part del con que esta fora de I'esfera és igual al volum del con menys el volum

del casquet esféric de radi Ri altura h = MP .

V3

hzwzﬁ_mz?r.
El volum del con és:

V,

con

TE\/§ r3

=Enr2-l’ 3=
3

El volum del casquet és:

2
Vcascwet = nhz(R—E =T ﬁ 2\/§r_£r _ nS\/§r3.
3 3 39 27

El volum del la part del con que esta fora de I'esfera és:
NIRVIRY, on 3r3_n5\/§r3_4n\/§r3
con casquet 3 27 27 °




Abril 10, 11:

Un prisma hexagonal regular esta inscrit en una esfera de radi
R.

Calculeu la seua area sabent que el prisma esta circumscrit a
una esfera.

Solucié:
Siga r el radi de I'esfera inscrita en el prisma.
L’altura del prisma és 2r.

L’apotema de I’"hexagon base és igual al radi de la circumferencia
inscrita. / S
L'aresta de la base del prisma és: 7N DN A

2.3 ¥
a=——-rI. I\ A
_ __ — 443 N W '_" — 7, s
PQ =2R, KM=2AB=T\/_r, LM=2r. ==

==&
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KLM : A B

2
(2R)? = (2r)? +[£r} .
3
2= 3R2,
7
L’area del prima és:

2
S=2 6§[¥rj +6-—2‘?{§r-2r=12J§r2 =_367‘/§R2.



Abril 12

La base d’'una piramide és un quadrat de costat a i una cara lateral és
perpendicular a la base i és un triangle equilater.

Determineu I'area i el volum de la piramide.

Solucié:

Siga la piramide ABCDS de base el quadrat ABCD de costat AB =a.
A
Siga ABS la cara que és un triangle equilater i perpendicular a la base.

AS =BS=a.
/SBC=/SAD=90°.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles SBC :

SC=SD=aJ2.
Siga M el punt mig de I'aresta AB .

MS és I'altura de la piramide.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMS :

J3

MS = "3a.
2
El volum de la piramide és:

1 —12\/_ \/_

V==S,s0p MS=Za
3 ABCD 3

A
L’area del triangle equilater ABS és:

N

SABS = 4

A
L’area del triangle rectangle isosceles BCS és:

1 2.
S ==a
BCS — 2

Siga N el punt mig de I'aresta CD.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CNS .

= 7
=—a

NS =
2

A
L’area del triangle isosceles CDS és:

Scps =-a—a=—
s 27 2 4

L’area total de la piramide és:

V3 o N7

1
Siotal = Sagcp +2° SBCS+SABS+SCDS_a +223 +Ta +—

= [2 + M]&Z

4




Abril 13, 20:

Siga el prima regular hexagonal.

Determineu la proporcio entre el volum del poliedre dual del
prisma (aquell que té per vertexs els punts migs de les cares) i el
volum del prisma.

Solucié:

Siga el prisma regular hexagonal ABCDEFA’B’C'D’E’F’ d’aresta de la
base aialtura h.

El poliedre SIJKLMNS' dual és una dipiramide.

Siga J' la projeccid de J sobre I'aresta AB .

Siga K’ la projeccié de K sobre |'aresta BC.

Siga P el punt mig del segment AC.

JK =JK' =AP.

ZCAB=30°.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APB :

J3

AP =""a.
2

h
L’altura de cadascuna de les piramides és — i I'aresta de la base

J3

K=""a.
2
El volum de la dipiramide és:

v 216£‘/g Z-E —3‘/§a
4 2|

diPiramide = 4| &
3

2

El volum del prisma és:

J3

\Y/ =6-——a’-h.
4

prisma

La proporcio dels volums és:

—3‘/5 a’h
J3

prisma 6 azh

VdiPiramide —
V

N

o




Abril 14

En un prisma triangular regular hi ha inscrit un con de radir i
I’'angle de la generatriu i la base és o .

Calculeu el volum del prisma.

Solucié:
Siga el prisma ABCA’B’C’.
Siga M el punt mig de I'aresta AB .

A
Siga O el baricentre del triangle equilater ABC .

A
L'area del triangle ABC és:

Siga O’ el baricentre del triangle equilater A'é'C'

OM=r.

Siga el con de radi r de generatriu MO', LOMO=a. angle que forma la
generatriu i la base del con.

Siga AB = a aresta dela base, OO' = h altura del con.

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle O'MO :

h=r-tga.

— 3

CM=7a,C_M=3r.

a=2r\/§.

El volum del prisma és:

J3

Vpiisna = Sp -h ZTaZ -r-tga =§(2r\/§)2r-tgoc =3\/§~tgoc~r3

10




Abril 15, 16:

Siga el prima regular quadrangular.

Determineu la proporcioé entre el volum del poliedre dual del prisma (aquell
gue té per vertexs els punts migs de les cares) i el volum del prisma.

Solucié:

Siga el prisma regular quadrangular ABCDA’B’C'D’ d’aresta de la base ai altura
h.

El poliedre SIKLMS’ dual és una dipiramide.

Siga J' la projeccié de J sobre I'aresta AB .
Siga K’ la projeccié de K sobre I'aresta BC.
K =TK =2 AC.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC :

AC=aV2.

. h
L’altura de cadascuna de les piramides és ) i I'aresta de la base

V2

K="a.
2

El volum de la dipiramide és:

2
V =2 E[ﬁa] D :lazh.

diPiramide 3 2 2 6

El volum del prisma és:

2
Vorisna = @ -h.
La proporcio dels volums és:
1.,
—a‘h
Vdipiramide _6 _ 1
5 .
Vprisma a‘h

11




Abril 17

El volum d’un ortoedre és 8cm?® i la seua superficie 32cm?.
Si les arestes estan en progressio geometrica determineu la mesura
de la suma de totes les arestes de I'ortoedre.

Solucié:
Siguen a, b, c les mesures de les arestes del cub.
Lasumadeles 12 arestesés L=4(a+b+cC).

Si les arestes estan en progressid geometrica:

ac =b?.

El volum de l'ortoedre és:
abc =8.

b*® = 8. Resolent I'equacid:
b=2cm

L'area de 'ortoedre és:
2(ab+bc+ac)=32.
2a+2c+b*=16.
2(a+c)=12
a+c=6.
a+b+c=6+2=8.

La mesura de la suma de totes les arestes és:
L=4(@a+b+c)=4-8=32cm

12




Abril 18, 19:

La base d’'una piramide és un hexagon regular de costat a i una cara lateral
és perpendicular a la base i és un triangle equilater.

Determineu I'area i el volum de la piramide.

Solucié:
Siga la piramide ABCDEFS de base I’hexagon regular ABCDEF de costat
AB =a.

Siga AéS la cara que és un triangle equilater i perpendicular a la base.
AS =BS =a.

/SBD=/ZSAE=90°.

Siga M el punt mig de I'aresta AB .

ZSMC = ZSMF =90°

MS és I'altura de la piramide.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMS :

J3

MS =Y"3a.
2

Siga O el centre de I'hexagon ABCDEF.
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMO :

El volum de la piramide és:

1 — 1 — 3 ,J3_ 3,

V=§SABCDEF-I\/IS =§6-SABO-MS =2-—a"—a=—a’.

A
L’area del triangle equilater ABS és:

N

SABS = 4

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles SBD :
SD =SE =2a.

Siga N el punt mig de I'aresta CD.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DNS .

@zga

A
L’area del triangle isosceles DES és:

1 V15 15 ,
a——a=——--a .

Sipe ==
DES " 27 2 4

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MOC :

J7

MC = "a.
2
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle SMC :

13



J10

SC=""a.
2

Siga P el punt mig del segment SC.
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BPC :

P= ﬁa.
4
A
L’area del triangle BCS és:
Sacs :ECSBP = E_Vma@az _“15a2_
2 2 2 4 8

A
Siga oo = ZSCD. Aplicant el teorema del cosinus al triangle CDS :

2
(2a)® =a® + V10 1 2.0 %1% cosq
2 2

-+/10
coso = ——.

20
. \/390
sina = ——.

20

A
L’area del triangle CDS és:

1__

Scos =3, CD-CS - sina = JI0 Y390 39 _,

a a = a“.
2 20 8

N[

L’area total de la piramide és:
Siotal = Sascoer T2 Secs +Sass 2 Scps + Spes =

=(ﬁ+2ﬁ+£+2@+\/ﬁ}12 =[7‘/§+2‘/E+‘/§]
2 8 4 4

8 4

a’.

14



Abril 21, 22:

Siguen donats un cub i una piramide quadrangular regular, 'aresta lateral
de la qual és b.

Els vertexs d’'una de les bases del cub sén els puts migs de les arestes de la
base de la piramide, mentre que cadascuna de la cara oposada del cub

talla una de les arestes laterals de la piramide.
Determineu el volum de la part del cub situada fora de la piramide. | “

Solucié:

Siga PQRST la piramide quadrangular regular de base el quadrat ABCD i d’aresta lateral
PT=b

Siga el cub ABCDA’B’C’'D’ d’aresta AB = X.

Siga O el centre del quadrat ABCD.

OR - 12,50 -x.

PQ=xv2.

Siga M el punt mig de I'aresta A'B'.
Siga N el punt mig de I'aresta AB .

— — 1
MNzx,NQ:Ex.

A A
Els triangles rectangles TOQ , MNQ soén semblantside rao 2:1.
Aplicant el teorema de tales:

OT = 2MN = 2x.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle TOQ :

b? = x? +(2x)2.
Resolent I'equacio:

J5

X=—X.
5

El volum de la part del cub situada fora de la piramide és igual al volum de quatre piramides

1 JEE—
triangulars de base el triangle rectangle de catet A'M = EX ialtura A'A=X.

2
ved 2L w2ty
322 6

1[‘/gbf 5 e

V==
6| 5 150

15



Abril 23, 30

Calculeu el volum de I'esfera tangent a les arestes ﬁ, S_B, SC del
tetraedre regular SABC en els vértexs A, B, C respectivament, essent
I'area del tetraedre 3+/3 u®.

Solucio:
Siga AB = a aresta del tetraedre.
La superficie del tetraedre és:

J3

4Ta2 =3+/3. Resolent I’'equacio:

a=+3.

A
Siga G el baricentre del triangle ABC .

Aplicant la propietat del baricentre: S
— 23
G = —£a =1
32
A S

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AGS : (AN
— A e SN
GS= \/E . V \\
Siga O el centre de I'esfera. LA \

A
O pertany a la recta perpendicular a la base ABC que passa pel
baricentre.

Siga OA = OB = OC = radi de I'esfera.
Per ser I'esfera tangent a I'aresta SA en el vertex A, OA és

perpendicular a SA.
Siga OG = x.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OAS :

(\/5)2 +r2 = (\/E+x)2.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OGA :
r’ =1 +x°.
2, 2
(\/5) +r° = (\/E + x)

r2 +12 + x2

Considerem el sistema . Resolent el sistema:

V2
2
&

2
El volum de I'esfera és:

V=gﬂ:[£] = /6 u®.

X =

r =

2

16



Abril 24, 25:

Un cub i un ortoedre tenen igual les arees.

Les dimensions de |'ortoedre tenen proporcié 1:6:6, i
volum 562.5dm?.

Calculeu el volum del cub.

Solucié:

Siguen X, 6%, 6X les dimensions de les arestes de
I'ortoedre.

El volum de I'ortodedre és:

V, = X-6X-6X =562.5. Resolent 'equacio:
x=25.

L’area de ortoedre és:

S, = 2(6x2 + 6x? +36x2) = 2(48x? )= 600 .
Siga a 'aresta del cub.

El cub té la mateixa area que I'ortoedre:

S. =6a” =600 . Resolent I'equacié:
a=10dm.

El volum del cub és:

V, =a® =10° =1000dm® =1m?®.

17



Abril 26, 27:

En una piramide regular quadrangular I’area de la seccio paral-lela a
la base és tres vegades menor que I'area de la base. Determineu la
rad entre dels dos cossos en que queda dividida la piramide per la
seccio.

Solucié:

Siga la piramide regular quadrangular ABCDE de base el quadrat
ABCD.

Siga la seccio PQRS paral-lela a la base.

Siga O el centre del quadrat ABCD.

Siga O’ el centre del quadrat PQRS.

SPQRS

1 , .
= —. Aleshores la proporciod entre els costats del quadrat és: A

SABCD 3
@_F_ﬁ
AB V3 3°
A A

55
Els triangles rectangles PO'E, AOE sén semblantsila rad és :Q =
AB

ot _3
OE 3
Calculem la proporcié entre els volums de les piramides PQRSE i ABCDE:

1 =
VPQRSE _ ESPQRS OE _ E
9

Vascoe ;-SABCD .OE

, aleshores:

J3
3

(1)

Calculem la proporcié entre els volums del tronc de piramide ABCDPQRS i la piramide ABCDE:

VABCDPQRS — VABCDE B VPQRSE =1— VPQRSE =1— E (2)

VABCDE VABCDE VABCDE 9
Dividint les expressions (1) (2) la proporcié entre els volums de la piramide PQRSE i el tron de
piramide ABCDPQRS és:

J3

Veorse _ 9 _1+ 3v3
Vascopors 9 - J3 26
9

18



Abril 28, 29

Siga la piramide regular ABCDS de base el quadrat ABCD que té
totes les arestes igualsa AB =a.
Calculeu la superficie de I'esfera tangent a les arestes

ﬁ, ﬁ, S_C, SD els vértexs A, B, C, Drespectivament.

Solucié:

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles
A

ABC :

AC=ay2.

Aplicant el teorema invers de Pitagores al triangle rectangle isosceles
A

ASC :

ZASC=90°.

Siga M el centre del quadrat ABCD

ZSAM=45° .

Siga O el centre de I'esfera.

O pertany a la recta perpendicular a la base pogcp que passa pel centre
M.

Per ser I'esfera tangent a |'aresta SA en el vertex A, OA és
perpendicular a SA.

ZSAO=90°.

Aleshores, /MA =—901- L/SAM=45°.

A
El triangle AMO és rectangle i isosceles.
Aplicant el teorema de Pitagores:
OA = a radi de I'esfera.
La superficie de I'esfera és:

S = 4na’.

esfera
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