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SOLUCIONES NOVIEMBRE 2017

AUTOR: Ricard Peird i Estruch. IES “Abastos”. Valéncia

Noviembre 1-2: El corazén de la flor es un circulo de radio 1.
El contorno exterior de los pétalos son semicirculos
centrados en los puntos medios de un hexagono regular
inscrito en un circulo de radio 2 con el mismo centro que el

corazon. Calcular el drea de todos los pétalos

Nivel: A partir de 3ESO
Solucion:
Sea O el punto central de la flor.

Sea OP =1 el radio del centro de la flor.

Sea AB = 2el lado del hexagono inscrito en el circulo de

radio 2.

Entonces OA = 2.

Los semicirculos exteriores de los pétalos tienen radio 1.

El area de la zona sombreada es igual al drea de un

hexagono de lado 2, mds 2 circulos de radio 1.

V3
Spétalos=6‘T'22—2'1T-12=6\/§—21T

Noviembre 3-4: ABCDE es un pentagono regular. Py Q las
intersecciones de los segmentos AC, EB y EC, BD,
respectivamente. Hallar la razén entre las areas del

cuadrilatero APQD y del poligono estrellado ACEBD

Nivel: A partir de 3ESO
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Solucién:
Sea X el area del tridangulo AAPS.

Los tridngulos AAPS y AQPS son iguales.

1
Sea Y = Y X el area del triangulo AQRS.

El drea del pentagono estrellado ACEBD es:

S acesp = 6X +2Y .

El 4rea del cuadrilatero APQD es:
SAPQD =3X+Y.

La proporcion entre las areas es:

SAPQD _ 1

SACEBD 2

A B
Noviembre 5: ¢Quién tiene mayor perimetro el cuadrado o la
circunferencia? E

D C

Nivel: A partir de 3ESO

Solucién 1:
Sea ABCD el cuadrado de lado AB =1. Aplicando el teorema de Pitagoras al

tridngulo rectangulo AABE:

Sea R el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABCE. El area del

triangulo ABCE es la mitad de area del cuadrado:

s
BE-BC-CE 1_ 2 2 ) .

4R 2 4R

SBCE =

N |-

Resolviendo la ecuacién: R = 3 El perimetro del cuadrado es: P,gcp =4 . El perimetro de la circunferencia

5 b5n
es: Pgcumt = 21— = — = 3.92 . El perimetro del cuadrado es mayor que el perimetro de la circunferencia.
8 4
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Solucién 2:

Sea O el centro de la circunferencia. O es la interseccién de las

mediatrices de los segmentos BE y BC. Sea OE = Rel radio de B/
A B

la circunferencia. Sea M el punto medio del segmento BE.

Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo AABE: M

N
2

. EM=—.

4 E
Los tridngulos rectangulos ABAEy AEMO son semejantes. \
D

@)
z

J5

Aplicando el teorema de Tales: 1 -3 . C
5 R

4

Resolviendo la ecuacién: R = 3 El perimetro del cuadrado es: P,gcp = 4. El perimetro de la circunferencia

5 b5n
es: Pircumi = 2n§ = 2 ~ 3.92 . El perimetro del cuadrado es mayor que el perimetro de la circunferencia.

Pcircumf _E<322

= —<1.
P 16 16 7

Sin calculadora:

Noviembre 6: En el triangulo equildtero de lado 1 se han inscrito 7

circulos iguales y tangentes dos a dos. Hallar su radio

Nivel: A partir de 3ESO

Solucion:
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Sea AABC el triangulo equilatero de lado 1. Sear el radio de las siete circunferencias. Sean D, E, F,

G centros de tres circunferencias. Sean H, J i K puntos de tangencia.

= /HDE =120°.

ZGFE

90°.

2r .

=/GHD =
PK =r+/3.
2r.

ZHGF

FE = DE

FE

FG

FE

PJ

=CH
HJ
AC

AK

4AK +HJ.

1=4rJ3 +2r.

Resolviendo la ecuacion:

_203-1 o005

1

22

3+2

4

.z

Solucién 2 (Henk Reuling @Henk Reuling)
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Noviembre 7-8

cuadrados y los amarillos rombos; los tridangulos blancos son

equilateros y los amarillos isdsceles. Hallar la razén de areas de la

zona roja y amarilla

A partir de 4ESO

Nivel



R

Q

AN

Noviembre 9-10: Proposicion 1.43: En cualquier

paralelogramo el complemento de los

paralelogramos construidos sobre un punto de la

diagonal tiene la misma drea

Nivel: A partir de 3ESO.
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Solucién: Consideremos los cuadrados OPQR, ABCD y el triangulo equilatero
AABP.
La proporcién que mantienen los cuatro cuadrados rojos i la zona amarilla es
igual a la proporcidn entre un cuadrado rojo i cuatro tridngulos AOAP
Sea AB =c.

Z0OAP =150° = 360° - (60° + 60° + 90°)
El area del tridngulo AOAP es:

c-c-sin(150°) c?
Saoap = - 2  — 7

La proporcidn entre las areas pintadas de rojo y las pintadas de amarillo es:

2
Sapcp €

= =1
4 - Spoap c?
4 .=

4

Las dos zonas tienen la misma area.

D

Solucién: Sea ABCD un paralelogramo. Sea P un punto de la

diagonal BD. Por el punto P trazamos paralelas a los lados del

paralelogramo formdandose los paralelogramos AJPK i PMCL. > . .
Los tridngulos AABD y ACDB son iguales, y, por lo tanto, tienen la P M
misma drea. Los tridngulos AKPD y ALDP son iguales, y, por tanto,

tienen la misma area. Los triangulos AJBP y AMPB son iguales, v, A J B

por tanto, tienen la misma area.

SAJPK = SABD - (SKPD + SJBP): SCDB - (SLDP + SMPB): SPMCL



Noviembre 11: El lado del cuadrado grande mide 10 cm. Sobre su
diagonal se dibujan 4 cuadrados. Hallar el radio de los circulos tangentes

Nivel: A partir de 4ESO.
Solucién: Sea el cuadrado ABCD de lado AB =c =10. Aplicando el
teorema de Pitagoras al triangulo rectdngulo ADAB:

BD=c2
Sea L el centro del cuadrado JPMN. Siga K el punto medio del lado PJ.
Notemos que DK =KL =PK, y entonces:

BD =10 -[W, Por tanto:
DK =242,
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo ADKP:
— — 1
DP =DK /2 = C

AP —c_tc=2¢.
5 5

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo APAQ:

f_ﬂ

PQ AP -
Sea OT =r el radio de la circunferencia inscrita al triangulo rectangulo
APAQ.

8 42

_2P-PQ_5°" 5 ° 2, p)
2 2 5

Sic=10, r:4(2—\/§)z 2.34cm

Noviembre 12: Calcular la proporcidn entre las dreas del cuadrildtero

interior y el cuadrado exterior

a
Nivel: A partir de 3ESO.
Soluciodn: El area del cuadrado exterior es:
Scuadrado = (a + b)2

b

El drea de la superficie del cuadrado exterior al cuadrilatero esta

formada por 4 tridngulos rectangulos. Su area es:

ex

S =1a +2 1ab +£b2=£(a2+2ab+b2)
2 2 2 2

El drea del cuadrilatero sombreado es:

T
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1 1
Scuadrilstero = Scuadrado — Sext = (a+ b)z - E @+ b)z = E @+ b)z

La proporcion entre las dreas del cuadrilatero sombreado y el cuadrado es:

Scuadrilz’ltero _ 1

Scuadrado 2

Noviembre 13-14: En la figura se muestra un pentdgono regular ' M

ABCDE inscrito en un tridngulo equilatero MNP. Hallar la medida del
angulo ZCMD

Nivel: A partir de 2ESO.

Solucién: Por simetria BE = CE = ME .

De donde, el triangulo AMCE es isésceles.

Z/BEC=36°, y, por tanto: C P

O

ZMEC = 36°+60°=96°.

O__ (o]
/CME = @ =420
e
ZCME= /BMD. B
~/CME + /BMD = 60°+./CMD. \

42°442° = 60°+LCMD.

Resolviendo la ecuacion: N [ D
ZCMD=24°.

Noviembre 15-16: En la figura hay un octégono regular de lado c

junto con cuatro tridngulos equildteros (de color verde). Hallar el
area del cuadrado determinado por los vértices de los tridngulos
equildteros

Nivel: A partir de 4ESO.

Solucién: Sea ABCDEFGH el octégono regular de lado AB =c.

Sea KLMN el cuadrado formado por los vértices de los cuatro

triangulos equilateros.

Sea X = E el lado del cuadrado KLMN.



Pagina 8 de 15

/BCD=135° (angulo interior del octégono regular).
ZLCB=/BCD- £ZLCD=135°-60°=75°
Sea L’ la proyeccién de L sobre el lado BC. ’ F E
Aplicando razones trigonométricas al triangulo rectangulo
ALL’C: G D

C_L'=c-cos75°=@c. ‘

. _ _ _ H C
x=KL=|3c:—2-c:|_'=c—2‘/€4‘/§c=2 ‘/E;‘/Ec. (

El area del cuadrado KLMN es:

Skiun = X2 =£ﬂ‘3} =(3—\/€+\/E—\/§)22-

Noviembre 17-18: El pentagono regular ABCDE esta dividido en

tres partes iguales por los segmentos DK y DL. Hallar la medida
del segmento KL
Nivel: A partir de 4ESO.

Solucién: Tenemos:

AK =LB.

1+\/§

AB=1BE=0=
2

Transformamos el pentdgono regular ABCDE en un triangulo
isdsceles APQD de igual area. Procedimiento:

a) Por el punto E trazamos una paralela r al segmento AD que
corta a larecta AB en el punto P.

Notemos que las areas de los tridngulos AADE y AADP son

iguales.

b) Por el punto C trazamos una paralela r’ al segmento BD que

corta a la recta AB en el punto Q. K B
Notemos que las areas de los triangulos ABCD y ABQD son
r .
r

iguales.
Entonces, las areas del pentdgono ABCDE y el tridngulo isdsceles

APQD son iguales.
c) Dividimos el segmento Fﬁ en tres partes iguales.

d) El segmento central KL esel que buscamos.
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Notemos que ZEPA = ZDAB =72°. ZPAE =72°. De aqui, L/PEA=36°. ZAEB=236°.Y, por tanto,

/PEB =72° . De aqui, PB =BE = ®. PQ = 2.PB — AB = 2 —1= /5 . De donde, Hzéﬁzéﬁ.

Noviembre 19: En la figura AB=3,BD =7, AD =8y /BCD =90°. Hallar el D
area del triangulo ABCD
Nivel: A partir de 3ESO.

8
Solucién: Sea BC =xy CD=Yy. 7
Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo ABCD:
-
x> +y? =72 A3 B C

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridangulo rectéangulo AACD: (x +3)? +y? =82,
Consideremos el sistema formado por las dos expresiones anteriores:

x? +y? =49 }
(x+3)2+y? =64

Xx=1 1 1
Resolviendo el sistema: . El drea del tridngulo ABCD es: Sgep = =Xy = —-1- 443 =2./3 .
y =443 2 2

Noviembre 20: (K6Mal, 498) Una circunferencia esta dividida en 12
arcos iguales. Los puntos de las divisiones se unen como indica la
figura. Hallar la razén entre las areas de los rombos formados.

Nivel: A partir de 3ESO.

Solucion:
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Las partes iguales en qué esta dividida la circunferencia forman el dodecagono regular ABCDEFGHIJKL. Sea
AB = c el lado del dodecagono regular, entonces ZABK = /ALC=30°.

Por otra parte, ABPL es un rombo de lado a y dngulos 302y 1502. /L.CJ= ZBKD=30°.

También PCQK es un rombo de lado a y dngulos 302 y 1502. Los rombos ABPL y PCQK son semejantes.

El tridngulo ABCP es isdsceles con BC=BP=c , ZBCL=30°. Por tanto, CP=cV3.

Recordemos que si dos figuras son semejantes sus areas son proporcionales con proporcionalidad el cuadrado
de la razén de semejanza entre las figuras:

—\2
S_(z} _a
SABPL AB

Por otra parte
/KDIl=ZCJE=30°.

QDRJ es un rombo de lado a y dngulos 302 y 1509. Los rombos ABPL, QDRJ son semejantes.
El tridngulo ACDQ es rectangulo /DCJ=90°, /CDK=60°, CD=c. Por tanto, E =2C.
—\2
Saors _ (2} 4
S aspL AB

Por tanto, la proporcion de los rombos es:

SpepL : Spcok - Sgpry =1:3:4.



Noviembre 21-22: En la figura hay un octégono y dos

hexagonos todos regulares y de lado c. Hallar el
perimetro y el drea de la interseccion de los dos
hexagonos.

Nivel: A partir de 4ESO.

Solucidn: Sea ABCDEFGH el octégono regular de lado
AB=c.

Sea JKLMNP el hexdgono interseccién de los dos
hexagonos regulares.

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo

isdsceles ABQC:

-2

AF=CD+2-QC=(1++2k.

mm_@:ﬁ:_[“ﬂc:2@-1-@.

2

Por otra parte /NPU=60°.Sea x=PN, y=PU .

Aplicando razones trigonométricas al triangulo

rectangulo APUN:

2v3-1-2) _

2X

g , de donde

El perimetro del hexagono JKLMNP es:
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F E T
G N M D
=) L
U
J K c
A B Q

Pocwne =2 AB + 4x =

30—4\/5—4\/5C
3

El drea del hexdgono JKLMNP es igual al doble del 4drea del trapecio PLMN:

E+2y+@—

Sakimne =2 SpLmn = 2

UN =

c?.

(2-V3-V6)243-1-2)
6

—18—18\/§+27\/§+2x/502

SJKLMNP =

6
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Noviembre 23-24: La figura estd formada por dos eneagonos, un

hexagono todos regulares, y dos tridngulos. Probar que los dos
triangulos son isdsceles
Nivel: A partir de 3ESO.
Solucidn: Los lados de los enedgonos y el hexdgono son iguales.
AB =BC = CD.

Por tanto, el tridangulo AABC es isésceles.

El dngulo interior del enedgono regular mide:

360°

/ZABK = ZCBK =180°- =140°.

El dngulo interior del hexagono regular mide:

360°

«/DCL =180°- =120°.

ZABC=360"-2/ABK =80°.

o_
soAc = zace - 10°LPEC _gq,

El triangulo ABCD es isésceles.

Z/BCD = 360°-(£ABK + ZDCL) =100°.

o_
sca - zBoc - 190°-2BCD _ 0

Por tanto, AC i BD son perpendiculares. Sea P la interseccidn de AC y BD. Los tridngulos rectangulos AAPB,
ACPB son iguales, por tanto, los tridngulos rectangulos AAPD y ACPD son iguales. Entonces, el triangulo AACD

es isdsceles. Notemos que los triangulos AABC y AADC son iguales.

Noviembre 25-26: En la figura hay tres cuadrados de centros A, By

C. El punto O es el vértice de dos cuadrados.
Probar que los segmentos OB y AC son iguales y perpendiculares
Nivel: A partir de 3ESO.

Solucidn: Sean a, b, c las medidas de los lados de los cuadrados de

centros A, B, C, respectivamente. Notemos que a+b =c. SeaK la
proyeccion de B sobre la recta OP.

Sea la recta paralela a BK que pasa por C. Sea la recta paralela a OK

que pasa per A. Las dos rectas anteriores se intersectan en L.

&zlb,ﬁ:a+£b.
2 2
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azic—lazlb,ﬂzic+la=a+lb.
2 2 2 2 2 2

Entonces, los tridngulos rectangulos AOKB y ACLA son iguales, y tienen los catetos correspondientes

perpendiculares, por tanto:

@:E,y,ademés, OB 1 AC.

Noviembre 27-28: En la figura, un octégono regular estd inscrito en un

triangulo rectdngulo. Calcular la razén de proporcionalidad entre los
perimetros y las dreas del octégono y el tridngulo.

Nivel: A partir de 3ESO.
Solucién: Sea AABC el triangulo rectangulo isdsceles, A =90°, AB = AC

Sea DEFGHIJK el octédgono regular de lado DE=c.

Sea P la proyeccion de G sobre el cateto AB .

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo isdsceles AADK
3
AD =EP =PF=—-c.
2
El triangulo rectdangulo APBG Es isésceles, entonces:

BB -PG |1+ Y2 cﬁ:[ziﬁjc.
2 2

Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo isésceles AABC:

BC = ( 2 )\/_ c.
El perimetro del octégono es: Pogeguiix = 8C . El perimetro del triangulo AABC es:
3 3
Pasc =2 2+E‘E c+ 2+E‘/§ J2¢ = 7+5J§)c.

La proporcion entre los perimetros es:

Poerchiok _ 8¢
Pasc B (7+5\/_) (5\/_ 7)

El drea del octégono regular es igual a el drea del cuadrado de lado AP menos el 4rea del cuadrado de lado

C:

SoereHK = (1+ \/E)zc2 —c?= 2(1+ \/E)cz

El drea del tridngulo rectangulo isdsceles AABC es:

Sane = 2+3J_ 17 +1242
oo 2 -zl
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La proporcidn entre las areas es:

Sperchik _ 2(1+ \/E)Cz = 8(5\/5 - 7).

S nsc 1(17 +1242)c?

Noviembre 29-30: En la ilustracién ABC es un tridngulo equildtero

X
y AYZC y ABXW son dos cuadrados iguales. Demostrar que AAZX .
es un tridngulo equildtero Y
Nivel: A partir de 3ESO. B W
Solucién: El giro de centro A i 602 transforma el cuadrado AWXB
en el cuadrado AYZC. c A

También, este giro transforma la diagonal AX enla diagonal AZ -

Por tanto, AX =AZ i /XAZ=60°. De aqui, AAXZ es un

triangulo equilatero. '




Pagina 15 de 15



