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SOLUCIONES DICIEMBRE 2017

AUTOR: Rafael Martinez Calafat. Profesor jubilado de Matemadticas

Diciembre 1: ¢ De cuantas formas se puede obtener una suma de 361 utilizando nimeros de uno o dos
digitos distintos sin repetir ninguno? ¢Y una suma de 3607

Nivel: Preparacién OME.

Solucién: Sea{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} = {Xj}i_o. Como X.{_, X; = Ozﬁ - 10 = 45 (*) no podemos obtener
suma de 361 con numeros de una cifra con digitos distintos y sin repetir ningun digito.

Sea {xi}icu las cifras que colocamos en el lugar de las unidades en las sumas de nimeros de una o dos

cifras y {x;};co las cifras que colocamos en el lugar de las decenas. Tendremos en primer lugar que |D| <

ZXi+1OZX]' = 361

ieu jeD

|U | £10y en segundo lugar que

De (*) tendremos que Yiey X; puede ser 1, 11, 21, 31 0 41 (51 y ninguno posterior a él, pues 51 excede
a la suma maxima de 45).

Si Yieu X; = 1 entonces en las cifras de las unidades sélo pueden estar las cifras 0 y 1. Es decir la suma
seria de dos numeros o de un nimero que es imposible que aporten suma 361 (la suma mas grande de
dos numeros de dos cifras es 90 + 81 = 80 + 91 = 171 # 361)

Si YieuXi = 11 = 11+10- ¥jep Xj = 361 = YjepXj = 35 que es un absurdo pues:

45_Zx, ZX,+ZX] =11+35=46 (45>46)

ieu jeD

Si YieuXi =21 = 21+10- ¥jep Xj = 361 = XjepXj = 34 que es un absurdo pues:
45 _Zx, Zx, +le =21+34="54 (45>54)
ieyu jeD

Si YieuXi =31 = 31+10- Xjep Xj = 361 = Xjep Xj = 33 que es un absurdo pues:

45_Zx,_zx,+zx] =31+33=64 (45> 64)

ieu jeD
Si YieuXi =41 = 41+10- Yjep Xj = 361 = Xjep Xj = 32 que es un absurdo pues:
45 —Zx, _le+le =41+32=73 (45>73)

ieu jeD

Luego no podemos conseguir una suma de 361 con nimeros de una o dos cifras con digitos distintos y
sin repetir ningun digito.

Para suma 360 tenemos, otra vez, que no podemos utilizar s6lo nimeros de una cifra pues
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Otra vez, exigimos conseguir 360 con numeros de una cifra con digitos distintos y sin repetir ningin

digito.
ZXi + 1OZX] = 360

ieu jeD
De la misma forma que antes tendremos que ;e X; puede ser 10, 20, 30 0 40 (50 y ninguno posterior
a él, pues 50 excede a la suma maxima de 45).

Si YieuXi =10 = 10+10- ¥ep Xj = 360 = XjepXj = 35y entonces:

9
45 =2Xi :zxi+le' =10+ 35 =45
i=0

ieu jED
Es decir, en este caso, participan en los nimeros todos los digitos. En otras palabras, U y D son una
particién de {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Ademas, los dos conjuntos han de tener cardinalidad 5 pues si
|U|=6y |D|=4 la mayor suma Y,;cpX; con |D|=4mes 6+7+8+9 = 30 # 35. E idéntico razonamiento se
puede utilizar con |U| €{7, 8,9}y |D| €{3, 2, 1}. Luego hemos de particionar {0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9}
en dos conjuntos con YicyX; = 10y XjepX; = 35y esto es sélo posible si {xi}icu ={0, 1, 2, 3, 4} y {Xj}jc0=
{5, 6, 7, 8, 9}. Como la primera decena (5) se puede combinar con 5 unidades, la segunda decena (6) se
puede combinar con 4 unidades y asi sucesivamente hay 5-:4-3-2-1 = 5! = 120 formas de conseguir suma

360.

Si YieuX; = 20 (30, 40) = 20 (30, 40) +10- XjepXj = 360 = YiepXj = 34 (33, 32) que es un absurdo

pues:
9

45 = ZXi ZZXi +ZX]- =20 + 34 (30 + 33,40 + 32) = 54 (63,72)
i=0 ieu jED

Diciembre 2: Se sabe que:
0of3781-792=2540abc88

cona, b, ¢, a, B, 5, n digitos. Hallar esos digitos desconocidos

Nivel: Preparacion OME.
Solucidn:
A. Como 792 = 23.9-11 tendremos que N = 2540abc88 es multiplo de 8, de 9 y de 11.
B. Como al multiplicar las dos ultimas cifras de los factores obtenemos 2 - = o 8. De donde n =
4on=09.
C. Sim =4 entonces L;784 -792 = ;928 * c88. Sim =9 entonces " 789 -792 = o 888 =

n=9yc=238



Pagina 3 de 21

D. Como N es multiplo de 11 la suma de las cifras que ocupan lugares impares menos la suma de
cifras que ocupan lugares pares debe ser multiplo de 11. Es decir: (8 +8+a+4+2)—-(8+b+0
+5)=9+a—-be{0,11}pues0<9+a—-b<18. Luegopa—-b=-90a-b=2

E. Como N es multiplo de 9 la suma de todas sus cifras es multiplo de 9. Es decir: 2+5+4+0+a
+b+8+8+8=35+a+bdebeser multiplode 9. Como35<35+a+b<53debesera+b+35
=360a+b+35=45,esdecira+b=10a+b=10.

F. 2 tg z ;} = 2a = 3 No aporta soluciones

G. aa—+bb==—19} = 2a = —8 No aporta soluciones

Ho2tP T s 2a-12 o

l. :fs : i?;} = 2a =1 No aporta soluciones

J. Esdecir, tenemos: af30789-792 = 254064888 = aff6789 = 25422# = 320789

Diciembre 3-10: En el IES “La Plana” hay 280 alumnos de sexo masculino de un total de 614. De los que

cursan bachillerato, siete de cada quince son de sexo masculino. Y de los que cursan ESO, la proporcién
de mujeres es 127/232. Hallar el porcentaje de alumnado que cursa bachillerato y la proporcion de
mujeres que cursan bachillerato
Nivel: Segundo de bachillerato.
Solucién: Sea M (F) el suceso ser de sexo masculino (femenino) y B (E) es suceso ser alumno que cursa

bachillerato (ESO). De los datos:

280 7 127
paM) =—, PM)=—, p(F/p) ===
M) =1z (*/p) 15 /p) 232
Seax=P(B " M)ey=P(ENF), entonces podemos obtener la siguiente tabla de contingencia:
M F
B y 334 N 334
614 Y |[*Te1a 7
£ 280 280 N
614 | ¥V e *VY
280 334 1
614 614
De las probabilidades condicionadas tenemos:
7 P(MnNB) X 1169
PM/g) === = e, 8X+ Ty = ——
ST P(B) ~ 334 XTI =307
X—Y+to1a
127 P(FNE) y 17780
P(F/) === = ey 127X + 105y = ———

614
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1169
307
T ) ss
1169 x = 8 7 = 307
B+ 7Y =307 s |127 105|
17780 1169
127x + 105y = 8 307
307
17780
127 —5— 127
y = 307 1 _
| 8 7 | 307
127 105
La tabla de contingencia queda:
M F
B 35 | 40 | 75
307 | 307 | 307
£ 105 | 127 | 232
307 | 307 | 307
140 | 167 1
307 | 307

Y podemos contestar a cualquier pregunta:

40
P(FNB 40
( ) = /307 =— =~ 53,33%

P(B) 75/307 ~ 75

75
- ~ 0/fy+ E =
P(B) 307 =~ 2443%; P(%/p)

Diciembre 4-5: Sea AABC un triangulo rectanguloenCconCB=1y
ZA = 30°. Sobre AB se dibuja un rectangulo de drea 4+/3. Sea P el

centro del rectangulo. Hallar perimetro y drea de los tridangulos ACAP

y ACPB.

Nivel: A partir de 4ESO.
Nivel: Ap c B

Solucidn: El tridangulo AABC cumple £C=90°, ZA=30°y £ZB=60°.
Es decir AABC es un tridngulo 30°-60°-90° y por tanto la hipotenusa mide el doble del cateto pequefioy
el cateto grande mide /3 veces el cateto pequefio, es decir CB =1, CA=+/3y AB = 2.

Respecto del rectdngulo tenemos que su altura es 2 y su area es 4+/3, por tanto, su base, BD =

23 = AD = V4+12=4 =>PB=AP= %AD =2 = AABPesequilitero = sus angulos

miden 60° = AACP es rectangulo en A (pues 30° + 60° =90°) = Apgcp = \/% =3

D

Y al aplicar Pitagoras al triangulo AACP:
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2
CP = [(V3)" +22 =7 = Perimetro = V3 + 2 +7
Respecto al triangulo ACBP tenemos:

Perimetro: CP+BP+CB=vV7 +2+1=3++7

) CB - BP - sin(60° + 60° V31 V3
Area = ( ) = 2 -sin(60°) - cos(60°) =2 - — - = = —
2 2 2 2
El drea puede encontrarse de forma alternativa como:
1-v3 2-v3 3
Aacep = Acuadrilastero — Aacap = (Aaasc + Anagp) — Aacar = (T + \/§> T, T
Diciembre 6: ¢ Cudles son los naturales que tienen p divisores siendo p un nimero primo?
Nivel: Preparacion OME.
Solucién: Recordemos que:
a) SiN= p?l-pgz . pg3 S pg" con {p;}i=, primos y exponentes naturales, es la descomposicién

factorial de N en producto de primos, el nimero de divisores de N es

ﬁ(ai +1)
i=1

b) Los numeros primos son: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,47, 53,59, 61, 67, 71,
73,79, 83, 89,97,101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157,......
Por tanto, si buscamos los naturales N con p (siendo p primo) divisores naturales, puesto que p no se

puede factorizar, N es la potencia de un primo. Con mas precision, N = g°~* con q cualquier primo

Diciembre 7-8: Simplificar la expresion:

A ) 2T 4 21 i T Tt
= c0S“ — — 4sen — sen —coS—COS —
3 3 6 6 3

Nivel: Bachillerato.

Solucién: Recordemos que sin (2a.) = 2:sin o-cos o.. Con esto:

A = cos? Z—Tr — 4sen 2—T[senEcosEcosE = cos? 2_11 — sen Z—RZ (ZSEHECOS E) cosE
3 3 6 6 3 3 3 6 6 3
= cos? n sen 2—T[(ZsenEcos E) = cos? n sen 2—ﬂ(senz—ﬁ)
3 3 3 3 3 3 3
= cos? n sen? n = cos4—n
3 3 3

Habida cuenta que cos(2a) = cos?a - sin’a.. Por ultimo:

41
A = cos— = —co0s60° = _E

Diciembre 9: ¢ Cuantos naturales existen de manera que el producto de sus digitos sea 78?

Nivel: Preparacién OME.
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Solucién: Puesto que 78= 2:3-13 y 13 es primo, y por tanto no se puede expresar como producto de
numeros de una cifra, no podemos poner 78 como producto de cifras de nimeros y por tanto no existen

naturales de manera que el producto de sus cifras sea 78.

Diciembre 11: ¢ Cudntos naturales de tres cifras cumplen que el producto de sus cifras es 72? ¢Y cudntos
de cuatro cifras?
Nivel: Preparacién OME.
Solucién: Buscamos numeros generados con las cifras o, B y & para los que o-B-8 = 72 = 23-3 Las
diferentes posibilidades son:
A. a=1,p=8,0=29. Estas cifras generan 3! = 6 niumeros diferentes (Tres posibilidades para las
centenas, dos posibilidades para las decenas y una posibilidad para las unidades)
B. a=2,pB=4,06=9.Estas cifras generan 3! = 6 numeros diferentes.
C. a=2,B=6,0=6. Estas cifras generan 3 numeros diferentes (las maneras diferentes de colocar
el dos y completar os nimeros con los dos seises)
D. a=3,p=3,0=_8. Estas cifras generan 3 numeros diferentes.
E. o=3,B=4,0=6.Estas cifras generan 3! = 6 nimeros diferentes
En total hay (6 + 6 + 3+ 3 + 6 =) 24 nimeros de tres cifras de manera que el producto de sus cifras es 72.
Buscamos ahora los numeros generados con las cifras o, 3, 8y npara los que a-B-8-n = 72 = 23-32, Algunas
posibilidades son las halladas anteriormente afiadiendo un 1 en cualquiera de las posibles posiciones,

es decir:
. 4 _ . 4 .
A. a=1,B=1,5=28,n=9. Estas cifras generan (2) -2 =12 nimeros (Hay (2) maneras de elegir

dos posiciones de entre cuatro en las que colocar los unos y cada una de estas posiciones genera
dos numeros colocando primero el ocho y luego el nueve o primero el nueve y luego el ocho.

B. a=1,pB=2,86=4,n=09.Estas cifras generan 4! = 24 nimeros.

C. a=1,B=2,8=6,n=6. Estas cifras generan (;}) -2 =12 nimeros

D. a=1,pB=3,5=3,n=8. Estas cifras generan (4) -2 =12 nimeros

2
E. a=1,pB=3,5=4,n=6.Estas cifras generan 4! = 24 nimeros

A estas opciones hemos de afiadir:
A. a=2,B=2 06=2,n=09. Estas cifras generan 4 nimeros (Hay 4 formas de colocar el nueve y

luego los doses).

B. a=2,B=3,06=3,n =4. Estas cifras generan (;) -2 =12 nimeros.

C. a=2,B=2,08=3,n=6.Estas cifras generan (;) -2 =12 nimeros.

Entotal hay (12+24+ 12+ 12+24+4+ 12+ 12 =) 112 nimeros

Diciembre 12-13: ¢ Cuantos subconjuntos con al menos seis elementos se pueden formar a partir de
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A={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
de manera que la suma de sus elementos sea multiplo de 9?
Nivel: Preparacion OME.
Solucién: Tenemos en primer lugarque 1+2+3+4+5+6+7 + 8 + 9 = 45 que es un multiplo de 9. Por
lo tanto, hay un subconjunto con 9 elementos, el propio A que cumple el requisito del enunciado.
Consideremos los subconjuntos de ocho elementos. Si extraemos de A un elemento las sumas extremas
gue podemos obtener son: (45—9 =) 36y (45— 1 =) 44. El Unico multiplo de 9 entre 36y 44 es 36. Luego
{1, 2,3,4,5, 6, 7, 8} es el unico subconjunto de 8 elementos extraido de A con suma de todos sus
elementos multiplo de 9.
Si extraemos de A dos elementos las sumas extremas que podemos obtener son: (45 -9 -8 =) 28 y (45
—1-2=)42. El tnico multiplo de 9 entre 28 y 42 es 36. Hemos de quitar de A dos elementos que sumen
(45-36=) 9, es decir hemos de quitar a {1, 8}, {2, 7}, {3, 6}, {4, 5}. Luego {2, 3,4, 5, 6,7,9},{1, 3,4, 5, 6,
8,9}, {1,2,4,5,7,8,9}ty{1, 2, 3,6, 7, 8,9} son los Unicos subconjuntos de 7 elementos extraido de A
con suma de todos sus elementos multiplo de 9.
Si extraemos de A tres elementos las sumas extremas que podemos obtener son: (45-9-8-7=) 21y
(45—-1-2 -3 =) 39. los Unicos multiplos de 9 entre 21 y 39 es 27 y 36. Hemos de quitar de A tres
elementos:
A. que sumen (45 — 27 =) 18, es decir hemos de quitar a {9, 8, 1}, {9, 7, 2}, {9, 6, 3}, {9, 5, 4} {8, 7,
3}, {8, 6, 4}, {7, 6,5}. Luego {2, 3,4,5,6,7},{1,3,4,5,6,8},{1,2,4,5,7,8}, {1, 2,3,6, 7, 8}, {1,
2,4,5,6,9}, {1,2,3,5,7,9}y{1, 2, 3, 4, 8, 9} son los Unicos subconjuntos de 6 elementos
extraido de A con suma de todos sus elementos 27 que es multiplo de 9.
B. quesumen (45—-36=)9, es decir hemos de quitara {1, 2, 6}, {1, 3, 5}, {2, 3, 4}. Luego {2, 3, 4, 5,
6,7} {1,2,4,5,6,9}, {1, 2, 3,4, 8, 9} son los Unicos subconjuntos de 6 elementos extraido de A
con suma de todos sus elementos 36 que es multiplo de 9.
En total los subconjuntos que solicita el enunciado son:
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

{1,2,3,4,5,6,7,8}
{2,3,4,5,6,7,9},{1,3,4,5,6,8,9},{1,2,4,5,7,8,9}, {1, 2,3,6,7, 8,9}
{2,3,4,5,6,7},{1,3,4,5,6,8},{1,2,4,5,7,8},{1,2,3,6,7,8},{1,2,4,5,6,9}, {1,2,3,5,7,9},{1, 2,
3,4,8,9}{2,3,4,5,6,7},{1,2,4,5,6,9},{1, 2, 3,4,8, 9}

Diciembre 14: ¢ Cual es la mayor potencia de 2 que divide a 22°17+10%°¥7+100%°7?
Nivel: Preparacion OME.
Solucién: Tenemos:

22017 + 102017 + 1002017 — 22017 + 22017 . 52017 + 24-034- . 54-034-

— 22017 . (1 + 52017 + 22017 . 54-034-)
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Por lo tanto, parece ser la contestacidn 22V, Pero 5%°” acaba en 25 (toda potencia de 5 excepto 5%y 5?

acaba en 25). Lo que implica que 1 + 52°'7 acaba en 26, y por tanto 1 + 5% acaba en 26, y por tanto 1 +

52017 es multiplo de 2 pero no de 4. Por tanto 1 + 5%°7 = 2.k donde k es impar. Por otra parte, 22016 .

54034 a5 par. En definitiva:

22017 + 102017 + 1002017 — 22017 . <2 k + 2201754—034—) — 22018( k + 22016 . 54034)
“ - —_—

impar impar par

Por tanto, la mayor potencia de base 2 que divide a 22°Y7+10%°17+100%°Y7 es 22928,

Diciembre 15-16: Sea AABC un tridngulo acutangulo de area A c.

y perimetro I1. Sea P un punto interior y h, (hy, h) la distancia b _a
de P (en perpendicular) a CB (CA, AB) y r el radio de la .

circunferencia inscrita al tridangulo. Demostrar que 2A = b-h, +

c-hc + a-h,, que 2A =T1r, y que si el tridngulo es equildtero de

lado a 2A =3ar

Nivel: A partir de 2ESO.
Solucién: Tendremos uniendo P con los vértices del tridngulo: A, By C que se forman tres tridangulos de
manera que el area del tridngulo inicial es suma de areas de estos tres tridngulos:
c-h. b-hy a-h
— c + b + a
2 2 2

Si tomamos P como el punto donde se cortan las bisectrices de los tres angulos del tridngulo inicial,

2A=a-hy,+b-hy,+c-h

entonces: r = h, = hy = hc donde r es el radio de la circunferencia inscrita, y:
2A=a-hy+b-hy+c-h,=a-r+b-r+c-r=r-(@a+b+c)=1I-r

Por ultimo, si el tridngulo es equildteroa=b=c,y 2A=3-a-r

Diciembre 17: ¢ Para cuantos naturales n de una cifra es n? + n + 1 un divisor de n***” + 150?
Nivel: A partir bachillerato.
Solucidn: Tenemos:
n?°17 + 150 = (n®? + n + 1) - (n?915 — n201% 4 2012 _ 2011 4 ... 4 5 —n* +n? —n) + n+ 150
Para que n? + n + 1 sea un divisor de n?°Y’ + 150, n? + n + 1 ha de ser un divisor de n + 150. Veamos que

valores de n de una cifra hacen que n + 150 sea divisible porn?+n + 1

n|{n+150 | n>+n+1 | ¢én*+n+1divide an+150?
1 151 3 ¢3 divide a 151? NO

2 152 7 ¢7 divide a 152? NO

3 153 13 ¢13 divide a 153? NO

4 154 21 ¢21 divide a 154? NO

5 155 31 ¢31 divide a 1557 SI




6 156 43 é43 divide a 156? NO
7 157 57 é57 divide a 157? NO
8 158 73 é73 divide a 158? NO
9 159 91 ¢91 divide a 159? NO

Por tanto, sélo para n = 5, n?°7 + 150 es divisible por n? + n + 1.
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Diciembre 18: Demostrar que 2018 no es suma de un cuadrado y un cubo con bases de distinta paridad

(es decir una par vy la otra impar)
Nivel: Preparacion OME.
Solucién 1: Por reduccion al absurdo.

Si 2018 = (2n)? + (2m + 1) tendriamos que 2018 es impar

par impar

impar

Si2018 = (2n + 1)? + (2m)? tendriamos que 2018 es impar

impar par

impar

Solucién 2: Consideremos congruencias médulo 4. Tenemos:
n=004) 2 n?=04) =>n®=004)
n=2(4)= n>=04) =>n®=004)

n=14) 2 n?=14) =>n®=11)
n=3(4)= n’=114) >n3=31“)

npar = {

nimpar = {

Ademas:

nespar = n?=0(4)

{1(4)

14 = n?+m? 3(4)

: 2 _ 3 _
mesimpar = m‘=1(4) > m —{3(4)

nesimpar = n?=1(4)

= n+md =104
mes par = m2:0(4):>m3=0(4)} o )

Por lo tanto, n? + m* con n y m de distinta paridad nunca pueden dar 0(4) o 2(4). Como 2018 = 2(4),

tenemos que 2018 no puede ponerse como suma de un cuadrado y un cubo con bases de diferente

paridad.

Diciembre 19-26: Sea ABCDEF un hexagono regular con AB =

1. Sea P un punto del interior del hexagono. Sea S la suma de
las areas de los triangulos AABP, ACDP y AEFP. Calcular el
valor de S

Nivel: A partir de 3ESO.

Solucién: Sea H; (H,, Hs) el punto de AB (CD, EF) de manera
qgue PH; (PH3, PHs) es perpendicular a AB (CD, EF)
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Entonces:
AB-PH; CD-PH, EF-PH;
S= > + > + > =
_ {AB =CD =} _
EF =1

(PH, + PH, + PH;)

N =

Por otra parte, sea | (H, G) la interseccion de ABy

EF (AB y DC, EF y CD). Entonces AIGH es

o . 9
equilatero de lado 3, y por tanto su area es Z\/?.

Pero P descompone el tridngulo equilatero en

tres triangulos con alturas Hi (H; y Hs) y base 3. De donde:

9 3-PH; 3-PH, 3-PH; 3 3V3
Z\/§= 21+ 22+ 23=E(PH1+PH2+PH3):>PH1+PH2+PH3=T

(Este ultimo razonamiento puede evitarse con el teorema de Viviani que garantiza que la suma de los

segmentos PH; + PH, 4+ PH; es la altura del tridngulo equilatero). Por tanto:

S—l(PH + PH +PH)—1 3V3 _3V3
I 2 3702 2 7 4

Diciembre 20: Demostrar que 2017 no es suma de un cuadrado y un cubo con bases de la misma paridad
(es decir las dos pares o las dos impares)

Nivel: Preparacion OME.

Solucién 1: Consideremos congruencias médulo 4. Tenemos:

n=004) 2 n?=04) =>n®=001)

n=2(4)=n>=014) =n® =001

n=14) =2 n?=14) =2n®=14)

n=3(4)= n’=114) =n=31“)

npar = {

nimpar = {

Ademas:

nespar = n?=0(4)

= n’+md =004
mespar = m3=0(4)} o )

nesimpar = n?=1(4) 2(4)

14 = n?+m? ={0(4)

: 2 _ 3 _
mesimpar > m?=1(4) =>m —{3(4)

Por lo tanto, ninglin nimero que dé resto 1 o 3, al dividirlo por 4 puede expresarse como suma de un

cuadrado y un cubo con bases con la misma paridad. Como 2017 = 1(4) tenemos lo deseado.
Solucién 2: Al absurdo:

Si 2017 = (2n)? + (2m)3. Entonces: 2017 = 4(n* + 2m3) = 2017 es par
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Si 2017 = (2n+1)? + (2m + 1)°. Entonces 2017 = 2(2n? + 2n + 4m3 + 6m? + 3m + 1) = 2017 es par

Diciembre 21: Demostrar que, si a es primo diferente de 2y 3, a"— 1 es mdltiplo de 6

Nivel: Preparacion OME.

Solucién: Demostraremos que, bajo las condiciones del enunciado a®" — 1 es multiplo de 24. Tenemos:
a?"—1=(@"-1)-@"+1)

Como a es primo diferente de 2, resulta que a es impar. Por tanto, a" es impar. De donde a"+ 1 son pares

i consecutivos. Luego uno es multiplo de 2 y el otro multiplo de 4. Y por tanto a®" — 1 es multiplo de 8.

Por otra parte, a es diferente de 3, por tanto, en a" no aparece el factor 3 en su descomposicion factorial
como producto de primos. Como a" — 1, a" y a” + 1, son tres nimeros consecutivos, uno de ellos es
multiplo de 3, como no lo es el nimero central tenemos que o biena"—1 o0 a" + 1 es multiplo de 3. Por

ultimo, a®" — 1 es mdltiplo de 8 y multiplo de 3, luego es multiplo de 24.

Diciembre 22: Hallar los enteros z que cumplen que z* — 212% es un cuadrado perfecto
Nivel: Preparacion OME.
Solucidn: Obviamente z = 0 es solucion. Si z #0 tenemos:
4 —-2122 = 7%(* - 21)
Por lo que z* — 212% serad un cuadrado perfecto sii lo es z> — 21. Buscamos pues las soluciones de la
ecuacion z2— 21 = n? con z entero y n natural (*).
Si 22— 21 =n?entonces z> = n? + 21. Como z> > n? debe existir s tal que N2 +21 = (n +s)?*=n%+ 2ns + s>. Es
decir, 22— 21 = n? es equivalente a 21 = 2ns + s2
Paras=1=21=2n+1=n=10
Paras=2=21=4n+4=>n¢N
Paras=3=21=6n+9=n=2
Paras=4=21=8n+16=>n¢N
Valores posteriores de s provocarian que n es negativo y por lo tanto no tienen sentido valores de s > 4.
Salen dos valores para n en (*)
22-21=10> = =121 = z=+11
22-21=2> = 72=25 = z=15

Por lo tanto, sélo paraz € {-11,- 5,0, 5, 11} se tiene que z* — 212% es un cuadrado perfecto.

Diciembre 23: Demostrar que 113" — 1 es multiplo de 70
Nivel: Preparacion OME.
Solucién: Tenemos (paran=1)

113-1=1331-1=1330
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que es multiplo de 7 (1330 = 13-100 +30 =13:(7-14 + 2) + 30 = 13-14-7 + 2:13 + 30. Por tanto1330 = 7

& 2:134+30=56= ?, y como 56 = 7-8 tenemos que 1330 es multiplo de 7. (Otro criterio de
divisibilidad de 7: xyzt es multiplo de 7 sii 2-xy + zt es multiplo de 7)). Ahora de la factorizacion:

—1=( -1 - (F T +x2 et x+1) = (x-1)
tenemos, haciendo x = 113:

113~ 1 = 113 -1 = 1330

Y como 1330 es multiplo de 10 y de 7 tenemos que 113¢— 1 es multiplo de 70.
NOTA: Hemos demostrado mas de lo propuesto: Hemos demostrado que 113" — 1 es multiplo de 1330,
es decir multiplo de 10, de 7 y de 19

Solucién mas simple (Professor Smudge. @ProfSmudge)

113=1331
(1330+1)"=(teorema del binomio(Newton), aplicando que los n primeros sumandos tiene el factor
1330)=1330-k+1"

de donde se deduce obviamente lo propuesto

Diciembre 24: Consideremos A = {1, 2, ...,30}. Demostrar que cualquier subconjunto de A con 21
elementos, tiene, al menos tres con la misma cifra en las unidades
Nivel: Preparacion OME.
Solucidn: Consideremos

A; = {numeros de A que dan resto i al dividirlos por 10}
Es decir:
Ao =1{10, 20, 30}; A, ={1, 11, 21}; A, = {2, 12, 22}; .... ; As = {8, 18, 28}; As = {9, 19, 29}. Estos conjuntos
son una particién de A. Por el principio de Dirichlet, extraidos 21 elementos de A al menos hay un A,
(nido) al que pertenecen 3 nimeros (palomos)de los 21 considerados. Los tres elementos de ese A;

tienen la misma cifra en las unidades.

Diciembre 25: ¢Para qué valores de n 2" + 3" + 5" + 7" es multiplo de 5?

Nivel: Preparacion OME.

Solucién: Veamos en que cifra termina cada una de las potencias 2", 3", 5" y 7" para distintos valores de
n:

n 2" acaba en

1,5,9, oo ,n=1(4) 2

4
3,7,11, .....,n = 3(4) 8
6




Por tanto:

n 3" acaba en
1,5,9, .o, N = 1(4) 3
2,6,10, .....,n=2(4) 9
3,7,11, .....,n = 3(4) 7
4,8,12, .....,n =0(4) 1

5" siempre acabaen 5

n 7" acaba en
1,509, ... ,n=1(4) 7
2,6,10, .....,n=2(4) 9
3,7,11, ..., n=3(4) 3
4,8,12, .....,n=0(4) 1
n 2"+3"+ 5"+ 7" acaba en
1,59, ... ,h=1(4) (2+3+5+7=)7

2,6,10, ...... ,n=2(4) (4+9+5+9=)7

3,7,11, ..., n=3(4) (8+7+5+3=)3

4,8,12, ....,n=0(4) (6+1+5+1=)3

Luego para cualquier n natural 2"+ 3"+ 5" + 7", no es multiplo de 5.

Diciembre 27: Demostrar que 20182°*8 no es suma de dos cubos perfectos

Nivel: Preparacion OME.

Solucién: Consideremos congruencias modulo 7. Tenemos:

Por lo tanto:

Sin=0(7) = n?=0(7) =>n®*=0(7)
Sin=1(7) = n?=1(7) =>n®=1(7

Sin=2(7) =

7) =>n¥=1(7

4
Sin=3(7) = n2=2
(7

Sin=5(7) = n?=4(7) =>n

=1(7)

=1(7)

7) = n*=6(7)
=1(7)

=6(7)

)

(

(
Sin=4(7) = n*=2(7) =>n?

(

(

Sin=6(7) = n’=6(7) =>n®*=6(7

(0(7)
| 1(7)
(*)n® +m3 = 4 2(7)
| 5(7)
\6(7)
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Por otra parte, hallemos el resto de la division de 2018%°*8 entre 7. Tenemos:

2018 = 2(7) = 2018%°18 = 22018(7)

Hallemos los restos de la division de 2" entre 7:

n 2"

1,4,7,10,....,1(3) | 2(7)

2,5,8,11, ..., 2(3) | 4(7)

3,6,9,12,...,0(3) | 1(7)

Como 2018 = 2(3) = 2% = 4(7). Asi, pues, 2018°°18 =4(7), lo que contradice (*). Por tanto, 2018°°*% no

es suma de dos cubos perfectos.

Diciembre 28-29: ¢ Para qué valores de n, se cumple que 1"+2"+3"+4"+5"+6"+7"+8"+9" es multiplo de 5?

Nivel: Preparacién OME.
Solucién: Veamos en que cifra termina cada una de las potencias, para distintos valores de n:
Obviamente 1" es 1, para cualquier valor de n

n 2" acaba en

1,59, ... ,n=1(4) 2

4
3,7,11, ... ,n=3(4) 8
6

n 3" acaba en

w

N

[E

=

S5

1
2
K=

= ~ O

n 4" acaba en
1,3,5,..,n=1(2) 4
2,4,6,..,n=0(2) 6

5" siempre acabaen 5

6" siempre acaba en 6
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n 7" acaba en
1,5,9, ... ,n=1(4) 7
2,6,10, .....,n=2(4) 9
3,7,11, ..., n=3(4) 3
4,8,12, .....,n=0(4) 1

n 8" acaba en
1,59, ... ,n=1(4) 8
2,6,10,.....,n=2(4) 4
3,7,11, ..., n=3(4) 2
4,8,12, .....,n=0(4) 6

n 9" acaba en
1,3,5,..,n=1(2) 9
2,4,6,...,n=0(2) 1
Por tanto:
n 1I"+2"+3"+4"+5"+ 6"+ 7"+ 8"+ 9" acaba en

1,5,9,..... ,h=1(4) 1+2+3+4+5+6+7+8+9=)5

2,6,10,...... ,h=2(4) 1+4+9+6+5+6+9+4+1=)5

(
(

3,7,11, ...... ,h=3(4) (1+8+7+4+5+6+3+2+9=)5
(

4,8,12, ... ,h=0(4) 1+6+1+6+5+6+1+6+1=)3

Luego para todo n natural no multiplode 4, 1"+ 2"+ 3"+ 4"+ 5"+ 6" + 7" + 8" + 9" es multiplo de 5.

Diciembre 30: Hallar los enteros z tales que z°-387z3 es un cubo

Nivel: Preparacion OME.
Solucién: Obviamente z = 0 es una solucién. Sea z # 0, tenemos: z° — 3872% = z3:(z> — 387). Por tanto, z° -
38722 es un cubo perfecto sii lo es z> — 387. Exigimos, pues, que z> — 387 = n3 (*), con neZ.

1.- (Solucidn Ignacio Larrosa @ilarrosac)
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Siz=n+a, (*)lleva a3n?a+3na?+a®=3%43 (**) = a(3n? +3na + a2) = 32:43 (***)

De (**), como 3n?%a + 3na% es multiplo de 3 = a* es multiplo de 3 = a es multiplo de 3

Si a fuese multiplo de 9, como 3n? +3na + a% es multiplo de 3 en (***) faltarian factores 3. Por tanto
a=zx3

Sia=3,(***)llevaan=5in=-8,yportantoaz=8yz=-5.Sia=-3no haysoluciones en (***)

2.- (Solucion Danielo, @danielo Gg)

7z3-387=ne z3—n® =387 (z—n) (z2+zn+n?) =387 =32.43
La ultima ecuacién lleva a seis sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas
z—n=1 } z—n=3 } Zz—n=29 } Zz—n =43 }
z?+zn+n?>=387)" z2+zn+n?=129)" z2+zn+n?=43)" zZ2+zn+n?=9)
z—n=129 } zZz—n = 387 }
z?+zn+n?>=3)" z?+4+zn+n?=1
Solo uno de ellos tiene soluciones admisibles
Zz—n=23
z? +zn+n? =129

n=5=z=8
et {n=—8 >z=-5

}(:)(3+n)2+(3+n)~n+n2=1294:>n2+3n—40=0

3.- (Solucion “fuerza bruta”)

Sea seZ definido como z = n +s. Tendremos:

z3—-387=n® ©® (n+5)*-387=n% © (3s)n? + (3s®)n+ (s> —387) =0
Esta ultima es una ecuacion diofantica (de segundo grado en neZ y de tercer grado en s€Z). Hallemos
las soluciones para n. El discriminante para n de esta ecuacién es:

A=09s*—4-3s5-(s®—387) =3s-(1548 — s3)
Sis<0(3s<0ys®<0dedonde A<0)laecuacidn notiene soluciones. Si s >0, la ecuacidn tiene soluciones
siis < m, es decir sii s <12.

Paras=1,laecuaciénes,3n2+3n—386 =0 = VA =9 + 4632 ¢ N
Paras =2, la ecuaciénes, 6n% + 12n — 379 = 0 = VA =144 + 9096 ¢ N

Paras=3,laecuaciénes, 9n? +27n—360 =0 = n = w = {_58

Paras =4, la ecuaciénes, 312 + 48n — 323 =0 = VA =+/2304 + 15504 ¢ N
Paras =5, la ecuacién es, 15n% + 75n — 262 = 0 = VA = /5625 + 15720 ¢ N

Paras = 6, la ecuacién es, 18n% + 108n — 171 = 0 = VA = /11664 + 12312 ¢ N
Paras =7, la ecuacién es, 21n% + 147n — 44 = 0 = VA = /21609 + 3696 ¢ N

Paras =8, laecuaciénes, 24n% +192n+ 125 =0 = VA =+1922 —4-.24 - 125 ¢ N

Paras=9,laecuacidnes, 27n? + 243n + 342 =0 = VA =+2432 —4 .27 -342 ¢ N

Paras = 10, la ecuacién es, 30n2 + 300n + 613 =0 = VA =+3002 —4-30-613 ¢ N

Paras =11, la ecuacién es, 33n%2 +363n+944 =0 = VA =3632 —4-33-.944 ¢ N
Las Unicas soluciones salen cuandos=3yenestecason=-8yn=5,encuyocasoz=3-8=-5yz=5

+3=8
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Diciembre 31: ¢ Cuantos naturales hay menores que 500 con 12 divisores naturales?
Nivel: Preparacion OME.
Solucién: Recordemos que:
1. SiN=pitpy?-ps’ - .. pa" con {pi}iL; primos y exponentes naturales, es la descomposicién

factorial de N en producto de primos, el nimero de divisores de N es

L_l[(ai +1)

2. Los numeros primos son: 2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73,79, 83, 89,97, 101, 103, 107, 109, 113, 127,131, 137, 139, 149, 151, 157, ......
n

Por tanto, si buscamos los naturales N con 12 divisores, si {a;}iL;son los exponentes de la

descomposicidn factorial de N en producto de primos, debe cumplirse:
n
1—[(oq+1):12:3~22
i=1

y, por tanto:
a) n=1,a;+1=12, oy =11
b) n=2, (a1 +1)(cta+1)=34,01=2, =3
c) n=2,(ou+1)(o2+1)=62011=5,0,=1
d n=3,(ou+1)(oz+1)(az+1)=2:23,01=1, 0=1, 0t3= 2

Como 2! = 2048 > 500 no hay ningtin natural menor que 500 con 12 divisores con esta configuracién

31500
N=2%2-p3 = p,< TZS = p,eE{3} = N=108
31500
N=32p] = p< [o-=381 = pe{2} = N=72
31500
N=52p] = p< [o==271 = p €2} = N=200
, 3/500
N=72-p] = p< [25-=216 = p €2} = N=392

w
Ul
)
o

N=112-p§ = p <

= 1,6 no hay nimeros que cumplan el requisito

—_
N
—_
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N=32:-3=96
500 N=32-5=160
N=25p, = p,<—=15625 = p,€{3,5711,13} = N=32.7=224
32 N=32-11 = 352
N =32-13 =416
5 500
N=3>-p, = p2<?’£2,05 = p,eE{2} = N=486
N=5p, = p,< = 0,16 no hay nimeros que cumplan el requisito
N=p;-ps- pj
’500 N =150
N:2'3'p3 = p3< 759,12 = p3€{5'7} = N = 294
500 N =90
N=2-5:p3 = p3< WEZW = p;€{3,7} = N = 490
500 N =126
N=2-7-p§ = p3< 355,97 > p3;€{3,5} = N = 350
) 500
N=2-11-p5 = p3< 554,76 = p;€{3} = N=198
) 500
N=2:-13p5 = p3< %54,38 = p;€{3} = N=338
) 500
N=2:-17-p5 = p3< §53,83 = p;€{3} = N=306
) 500
N=2:-19p5 = p3< ¥53,62 => p3;€{3} = N=342
500
N=2-23:p5 = p3< EE3,29 => p;€{3} = N=414
500 , .
N=2:29-p5 = p3< <g = 2,93 no hay numeros que cumplan el requisito
) 500
N=3:-5:-p5 = p3< EES'W = ps€{2} > N=60
) 500
N=3:-7-p5 = p3< 354,87 > ps€{2} > N=84
500
N=3-11-p3 = p3< ¥53,89 = p;€{2} = N=132
. 500
N=3-13:p5 = p3< [=—=358 = p;e{2} > N=156

w
O
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no hay nimeros que cumplan el requisito

o
w

[uny
N

Ul
[e]
o

N

IR

S|
N

> ps€{2} > N=140

U
g

w
vu1

ol
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o
w
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500
N=7-13-p% = p3< WEZ’M = p;€{2} = N=364
5 500
N=7-17-p5 = p3< 552,04 = p3;€{2} = N=476
5 500 , -
N=7-19-p5 = p3< 133 = 1,93 no hay nimeros que cumplan el requisito
5 500 , -
N=11-13-p5 = p3< 13 = 1,86 no hay nimeros que cumplan el requisito

Entotal: (4+ 6+ 11+ 11+ 6 + 3 =) 41 numeros menores que 500 tienen 12 divisores
NOTA. - El célculo tedioso para el caso N = p; - p, + p3 puede evitarse de la siguiente manera:
Buscamos naturales N de la forma N =3 - p, - p3 < 500. Como el menor valor posible de ps es 2,

tenemos:

3pr22<N=p;-pz- p5<500 = 3-p,-4<500 = p, <510—20=41,8 = P2 €sun primo mayor
que 3y menor o igual a 41 = p, €{5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41}. Ahora, écuantos naturales
aporta cada uno de ellos?

Si consideramos el menor valor posible de p,, que es 5, tenemos: N =3 -5+ p3 <500 = p; <5,7y

como ps no puede ser 3 ni 5 sélo puede ser 2. Es decir N = 3 - 5+ p3 sélo aporta un nimero. Como la

., ,500 . . . . .
funcion y = Pl decreciente, valores de p, posteriores a 5 sélo aportan un ndmero. Es decir, la

configuracion N = 3 - p, - p3 aporta 11 nimeros
Buscamos naturales N de la forma N = 2 - p, - p3 < 500. Como el menor valor posible de ps es 3,

tenemos:

200 27,7 = p, esun primo mayor

2'p2'32SN:p1'p2'p§<500:2'p2'9<500 = pz<?—

que 2y menor oiguala27 = p; €{3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23}. Ahora, écuantos naturales aporta cada uno

de ellos? Veamos cuantos aporta un primo g. Notemosque N =2 -q- p3 <500 = p3 < 52%?
500 . . . .
q £ condicién sobre ps | primos que cumplen la condicién | nimeros generados
q
3 1912..| 2#p3#3,p3<9 57 2
5 7,37.. 2¢p3¢5, p3§7 3,7 2
7 | 597..| 2#ps#7,p3<5 3,5 2
11 4,76 2¢p3¢11, p3S4 3 1

Y a partir de 11 cada primo posible sélo aporta un nimero. En definitiva, el formato N =2 - p, - p3

aporta
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23
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