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SOLUCIONES ABRIL 2018

AUTOR: Ricard Peird i Estruch. IES “Abastos”. Valéncia

ABRIL 1-8: Calcular el dngulo que forman dos diagonales
de un cubo

Nivel: A partir de 4ESO.

Solucién: Sea ABCDA’B'C’'D’ el cubo de arista a = AB .

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo

AABC: AC =av/2.

Aplicando el teorema de Pitagores al tridngulo rectangulo
AACC’: AC'=BD'=av/3 .

Las dos diagonales se intersectan en el punto medio P:

Bp_mp_AC 3,
2 2 D’
— oy
Sea o = ZAPB el angulo que forman las diagonales AC' \ /
y BD'. Aplicando el teorema del coseno al triangulo AABP: "
2 2 2
o ()L (B) B @ﬂ
a“=|—a| +|—a| —-2—a| cosa.

S < >

Simplificando: cosa = %.oc = arccos% ~ 70°31'43.6".

Abril 4-5: Sea ABCDEFA’B’C’'D’E’F’ un prisma hexagonal con
todas sus aristas iguales a a. Calcular las diagonales AC’ y
AD’. Calcular el area de la seccion del prisma que pasa por

A, B, D’. Calcular el perimetro de la seccién del prisma que

pasa por A, B, D’
Nivel: A partir de 4ESO.

Solucién: Tenemos, para la primera pregunta: AD = 2a, D’ .
ZABC=120°.
Aplicando el teorema del coseno al triangulo AABC.

AC’ =a? +a? - 2a%cos120 = 3a2. C

Aplicando el teorema de Pitagores al tridngulo rectangulo

AACC’:
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AC’ —a? +3a% = 422,
AC'=2a.
Aplicando el teorema de Pitagores al triangulo rectangulo AADD’:
AD” = a? +(2a)? = 5a°.
AD'=ay5.
Notemos que la seccidn pasa por los puntos medios P, Q de

les aristas F_F', C_C', respectivamente.

La seccion es el hexagono ABQD’E’P.
PQ =FC = 2a.

AE'=BD'=AC'=2a.

El area del hexagono ABQD’E’P es igual al doble del area del

trapecio ABQP:

S {MEJ -2 %) -aa

2 2 2

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo AAFP:

J5
2

2
AP —a?+ Ea =§a2.ﬁ= a.
2 4

El perimetro del hexagono ABQD’E’P es:

Prsooer = 2AB + 4AP = (24245 )a.

Abril 2-3: Sea el cubo ABCDEFGH. Sean K, L, M los puntos
medios de las aristas AB, CG y EH, respectivamente.
Determinar la proporcién entre los volimenes del tetraedro
KLMF y el cubo original
Nivel: A partir de 4ESO.

Solucién: Sea AB = a la arista del cubo ABCDEFGH.

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectangulo

— 5
AAKE: EK =ga. Aplicando el teorema de Pitagoras al

. , — 6 .
tridngulo rectangulo AKEM: MK =7a. Andlogamente,

J6

E:R:W:Ta
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J5

El centre O del cubo es el centre del tridngulo equilatero AKLM. FK =FL =FM =EK = 7a.

Entonces, F pertenece a la mediatriz del tridngulo AKLM. Y, ademas, OF es perpendicular al

- 1_
triangulo AKLM. OF = EDF = g\/g El volumen del tetraedro es:

2
1 — 143 (\/E J a 3 3
La proporcion entre los volumenes del tetraedro y el cubo es:

—a
ViLmre _16 _i

chb a3 16 .

Abril 6-7: En el interior de un cono estan dispuestas dos
esferas tangentes entre si i tangentes a la superficie del
cono. La proporcion entre los radios de las esferas es igual a
m/n (m>n). Determinar el angulo en el vértice de la seccion

axial del cono

Nivel: A partir de 4ESO.

Solucién: Consideremos la seccion axial del cono AABC

(triangulo isdsceles AC = B_C). Sea M el punto medio del

diametro AB de la base. c

Sea O el centro de la esfera inscrita al cono y a la base del

cono de radio m. .

Sea h = CM, la altura del cono. K L

Sea P el centro de la esfera superior tangente a la anterior y N

la superficie lateral del cono de radio n. T o)

El plano tangente a las dos esferas corta las generatrices AC

y BC en los puntos K, L, respectivamente. Sea N la '\
A M

interseccién de la altura CM y KL .

Los triangulos AABC y AKLC son semejantes y la razén de semejanza es m/n.

Aplicando el teorema de Tales:

Resolviendo la ecuacién:
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2

h:

m-n’
Sea a = LZACM. El dngulo en el vértice de la seccidon axial es, Z/ACB=2a.

Sea T el punto de tangencia de la esfera de centro O i la generatriz AC .
Aplicando razones trigonométricas al triangulo rectangulo AOTC:

. m m m-n
sina = = 5 = .
h-m 2m m+n
-m
m-n
. m-—
o = arcsin
m+n

/ACB = 2a = 2-arcsin m .
m+n

Abril 6-7: En cualquier prisma el nimero total de cares Cy el nimero
. A
total de aristas A, cumplen: C = 3 +2

Nivel: A partir de 3ESO.

Solucidn: Sea la base del prisma un poligono de n lados.

El nUmero de caras es:

C=n+2.

El nUmero V de vértices es:

Aplicando la férmula de Euler:
C+V=A+2, n+2+2n=A+2.
Resolviendo la ecuacidn: A = 3n, y queda

é+2=%+2=n+2=C.
3 3

Abril 10-11: En un cono equilatero (cono en el que el didmetro
de la base es igual a la generatriz) se ha inscrito un prisma
regular hexagonal con todas sus aristas iguales. Determinar la
proporcidn entre los volimenes del prisma y del cono.

Nivel: A partir de 3ESO.

Solucidn: Sea O el centro de la base del cono, de vértice S.

Sea ABCDEFA’B’C’'D’E’F’ el prisma regular hexagonal tal que
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E:AA':X
OA = x
AD = A'D' = 2x

Sea @ = 2R el didametro que pasa por los
puntos A, D.

AS = 2R.
Aplicando el teorema de Pitagoras al

triangulo rectangulo APOS:

oS = R\/§ , altura del cono.

PA=R-X.

ZSPO=60°

Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo APAA’:
m:ﬁ-lﬁ, x=\/§(R—x).

Resolviendo la ecuacidn:

El volumen del prisma es:

3
Vv =6\/§X2-X=ﬁx3:—3\/§(3_‘/§RJ :81‘/5—_135R3.

prisma = =4 2 2 2 8

El volumen del cono equildtero es:
Ve, =%nR2 ‘RV3 = %R?

La proporcion entre los volumenes del prisma y del cono

8143 -135 _,
Voiea 8 N 24343 -405
prisma _ 8 — _ ~ 0.3650 .
Ve, ﬂRS 8nv/3
3

Abril 12-13: En la figura, hay un doble cono y un cubo. Los dos conos
son equilateros (el diametro de la base es igual a la generatriz). La
cara inferior (superior) del cubo es tangente a la cara lateral del cono
inferior (superior). Calcular la proporcién entre los volimenes del
cubo y del doble cono

Nivel: A partir de 3ESO.

Solucién: Sea el cubo ABCDA’B’C’D’ de arista E =X.
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Sea O el centro del cubo y del doble cono.
Sea @ = 2R el didmetro del doble cono.

Sea M la interseccion del didmetro % y la arista AA'.

1 J2 J2

E:x\/z, O_I\/I=—A_C=—XW=R——X
2 2 2

ngx, ZA'PO=60°.

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridangulo rectangulo

APAA’:

A'M=

-PM,

@

NP

X=J§[R—gx).

Resolviendo la ecuacidn:

243 642 — 243
X = R= R.
J6 +1 5

El volumen del cubo es:

3
Vo = :(6\/5—2\@} ns _ 64812 45643 s
Ccu *

5 125

El volumen del doble cono es:

_2. . R? RY3 = 2“‘/§R3.

VZCon 3 3

La proporcion entre los volumenes del cubo y del doble cono es:

648+/2 — 456+/3 e 648+/2 — 456+/3

Veub 125 125
= = =0.2792
V2c0n 27'[\/5 R3 ZTC\/§
3 3

Abril 14-15: Sea dada una pirdmide regular
pentagonal tal que sus cares laterales son tridngulos
equilateros. Determinar el dngulo que forma la cara

lateral y la base. Determinar el angulo que forma

una arista lateral y la base.
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Nivel: A partir de 4ESO.
Solucidn: Sea ABCDES la piramide de base el

pentagono regular ABCDE y que tiene todas las

aristas iguales, AB =a.

Sea O el centro del pentagono regular. Sea M el

punto medio de la arista AB. /MBO=54°.
Aplicando razones trigonométricas al triangulo rectangulo AOMB:

8 _coss40. 0B=—2, 2OM_ 540 OM = 2a- tg54°.
2-0B 2cosb4° a

Para la primera pregunta, tenemos: El angulo que forma una arista lateral y la base es igual al
angulo oo = ZOBS.

Aplicando razones trigonométricas al tridngulo rectangulo ASOB:

o = arccos 2 = arccos ; ~ 31°43'3".
BS 2co0s54°

Para la segunda pregunta, tenemos: El dngulo que forma una cara lateral y la base es igual al

angulo B = ZOMS .Aplicando razones trigonométricas al triangulo rectangulo ASMB:

J3

MS =73,
2

Aplicando razones trigonométricas al tridngulo rectdngulo ASOM:

o, = arccos % = arccos gtgm% 37°22'39",

Abril 16-17: Sea ABCDA’B’C'D’ un prisma regular de base
cuadrada de arista 1y altura 2. Sean P, Q, Ry S los puntos medios
de las aristas AB, BC, C'D’ y A'D’, respectivamente. Determinar el
area del rectangulo PQRS

Nivel: A partir de 3ESO.

— — 1
Solucién: Tenemos: BP =BQ = E .

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectangulo

isdsceles APBQ;



— 2
PQ=—.
Q 2
Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo

rectangulo isdsceles ABAD:
BD=+/2.
Sea M el punto medio del segmento Iﬁ, K el punto

medio del segmento RS. Sealla proyeccion de K

sobre la base ABCD.

R .

BE:BMzaPszr,ﬂﬁzBD—ZBMz

|8

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo

rectangulo AKLM:

El drea del rectangulo PQRS es:

PO KM -

SPQRS =

Abril 18-19: Sea ABCDA’B’C’D’ un prisma regular de base cuadrada de
arista 1y altura 2. Sean P, Q y R los puntos medios de las aristas AB,

BC y C'D’, respectivamente. Determinar el drea de la seccién del

prisma determinada por el plano PQR

Nivel: A partir de 3ESO.

Solucidn: La seccion determinada por los puntos P, Q, R es el hexagono

PQURST, tal que U es el punto medio de la arista cc , S es el punto

medio de la arista A'D' y T es el punto medio de la arista AA'.

— — 1
BP-BQ==.
Q=3

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo isdsceles APBQ:

PQ- 2.

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo isdsceles AABC:

AC=TU=BD=+2.
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Sea L la proyeccidn de K sobre la base ABCD.

D—L:@ZEQZQ
2 4

LM=BD-2-BM=%2,

N
2

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo

rectangulo AKLM:

Sea E el punto medio del segmento TU.

VE - Lo 32
2 4 A

El drea de la seccidn es igual al doble del area

del trapecio PQUT:
PQ+TU — o TVes3y2| 9
SPQURST=2 TME =2 T_ :Z

Abril 20-21: Sea dado un cubo y una piramide cuadrangular recta que
tiene por base una cara del cubo. Supongamos que el cubo y la
pirdmide tienen la misma area. Hallar la proporcién entre los
volumenes de la piramide y el cubo

Nivel: A partir de 3ESO.

Solucién: Sea el cubo ABCDA’B'C'D’ de arista AB = a. Sea ABCDV la

pirdmide cuadrangular regular.

Sea O el centro de la cara ABCD. Sea M el punto medio de la arista AB . Sea MV =X la altura

de una cara lateral de la piramide. Sea OV =h laalturade la pirdmide. El area del cubo es:
Sy = 6a°

El drea total de la pirdmide es:
1
6a® =a® + 4 =ax
2
El cubo y la piramide tienen la misma érea, entonces: 6a® = a® + 2ax .
. . 5
Resolviendo la ecuacidn: X = Ea.

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo AMOV:
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5 {2

Resolviendo la ecuacion:

h:a\/g.

El volumen de la piramide es:
1 J6
Voiramide = gaza\/g = ?33-

El volumen del cubo es:

V as.

cub =
La proporcién entre los volimenes de la piramide y el
cubo es:

—a
Vpiramide 3

Vv ad

cub

Abril 22-29: Sea ABCD un tetraedro regular de arista 2.
Sean E y F los puntos medios de las aristas BD y CD,
respectivamente. Determinar el area del tridngulo AAEF
Nivel: A partir de 3ESO.

Solucién: Sea EF la paralela mediana de la cara ABCD,

ENTONCES:

EF-1BC-1
2

Aplicando el teorema de Pitagores al tridngulo rectangulo AAFC:

AF = AE = 3.

Utilizando la férmula de Herdn el drea del tridngulo AAEF es:

Jeva+1)112f3)-1 Vi
=

SAEF - 4




Abril 23-30: Sea ABCDEFS una piramide hexagonal regular de
base un hexagono regular ABCDEF de lado a. Sea a la altura
de la piramide. Una esfera es tangente a las aristas laterales
de la piramide en los vértices de la base. Calcular el radio de
la esfera

Nivel: A partir de 3ESO.

Solucién: Sea G el centro de la base ABCDEF de la pirdmide

Sea SG = a, la altura de la pirdmide. Sea O el
centro de la esfera.

ZSAO=90°, ZAGO =90°.

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo

S
]
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Sea OA =R el radio de la esfera. Sea OG = X ,,#Adg\\.\\
£ A \
,//,:/ ‘}’ ‘v ‘ C

rectangulo isdsceles AAGS: AS=a\2.
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridangulo

rectangulo isésceles ASAO:
2
(a\/f) +R?2=(a+x)? (1)
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo
rectangulo isdsceles AAGS:

a’+x?>=R? (2

Consideremos el sistema formado per las expresiones (1) (2):

a?+x?=R?

2
{(a\/i) +R% = (a+x)?
Resolviendo el sistema:

X=a
{R:a\/?

Abril 24-25: Una esfera estd inscrita en un cono truncado.
Probar que el area de la esfera es menor o igual que el area
lateral del cono truncado

Nivel: A partir de 4ESO.

Solucidn: Sea r el radio de la esfera. Sea ABCD una seccién

axial del cono truncado.
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Sea K el centro de la base inferior del cono truncado. Sea BK = a el radio de la base inferior del

cono truncado. Sea L el centro de la base superior del cono truncado. Sea CL=b elradiodela
base superior del cono truncado. Sea a>b. KL = 2r. Sea o=/ABC, ae }O, g{ .SeaTel
punto de tangencia de la esfera y la generatriz BC del cono.

BK=BT=a,CL=CT=b.BC=a+b.

Sea P la proyeccion de P sobre la base inferior del cono truncado. PB=a-b.

Aplicando razones trigonométricas al tridngulo rectangulo ACPB: sina. =

a+b’

El area de la esfera es:
Segera = 4nr® = n(a+b)*sin o

El area lateral del cono truncado es:

S = (Z’TLZZWJ@ _ n(a+b)?.

Segern = M@+hb)?sin®a < m@+b)® =S_,,r.
El area lateral del cono truncado es:

St = (Z’Ta%znbjﬁ — n(a+b)?.

Seqern = M(@+b)?sin*a < m@+b)> =S_,,r.
Nota: El drea de una esfera inscrita en un cilindro es igual a el

area lateral del cilindro

Abril 26-27: La seccidn de un tetraedro regular que pasa por dos
puntos medios de dos aristas de la base y es perpendicular a la
base, divide al tetraedro en dos poliedros. Determinar la
proporcidn entre los volumenes de los dos poliedros

A
Nivel: A partir de 3ESO. v

Solucidn: Sea ABCD el tetraedro regular de arista AB=a.

A -
Siga O el baricentro del tridangulo equildtero ABC . Sea h = OD la altura del tetraedro ABCD.

El volumen del tetraedro regular ABCD es:

\Y} =££a2h=£a2h
ABCD T3 4 12

Sean M, N los puntos medios de las aristas AB , B_C, respectivamente.



Pagina 13 de 14

Sea K el punto medio del segmento N .

Sea MNP la seccion perpendicular a la base AABC.

— 3 — J31_ 3

B=—a, BBK=——-a=—a.
3 2 2 4

Los tridngulos rectdngulos ADOB y APKB son

semejantes. Aplicando el teorema de Tales:

- c
h PK — 3

" pK=2h.

J3_ 3 4

—a —a

3 4

El volumen del tetraedro MNBP es:

_lﬁgzgh_éa@h
MNBP T3 4 12) 4 64 '

El volumen del poliedro AMNCPD es igual al volumen del tetraedro ABCD menos el volumen del

tetraedro MNBP:

Y =——a*h-—a°*h= a’h.
AMNCPD ™ 12 64 192
La proporcion entre los volumenes de los poliedros AMNCPD i MNBP es:
1343 2h
Vamnceo _ 192 _ 13
V,
MNBP @azh
48

Abril 28: Sea un cono recto con drea de la base S; y area
lateral S,. Se inscribe una esfera. Hallar el radio de la esfera
Nivel: A partir de 3ESO.

Solucidn: Nivel: A partir de 3ESO.

Solucidon: Consideremos la seccidon axial del cono AABC

(triangulo isésceles AC =BC = a).



Pagina 14 de 14

Sea M el punto medio del didmetro AB = 2R de la base.

Sea O el centro de la esfera inscrita al cono. Sea r = OM el

radio de la esfera.
S, =nR?, S, = nRg.

El drea del tridngulo AABC es:

r.

AB-MC AB+AC+BC
SABC: = 2

2

Ryg? -R? =(g+R)r.

2 2
(9+R)*  Vg+R




