SOLUCIONS NOVEMBRE 2017

AUTOR: Ricard Peird i Estruch. IES “Abastos”. Valéncia

Novembre 1-2: El cor de |a flor és un cercle de radi 1.

El contorn exterior dels petals sén semicercles tal que els
centres sén els punts migs dels costats d’un hexagon regular
inscrit en un cercle de radi 2.

Calculeu l'area total que formen els petals (la regio

ombrejada).

Nivell: A partir de 3ESO

Solucio:

Siga O el punt central de la flor.

Siga OP =1 radi del centre de la flor.

Siga AB =2 costat de I’hexagon inscrit en el cercle de radi
2.

OA=2.

Els semicercles exteriors dels petals tenen radi 1.

L’area de la zona ombrejada és igual a I'area d’un hexagon

de costat 2, més 2 cercles de radi 1.

V3
spétals=6-T-22—2~n-12:6\/§—2n

Novembre 3-4: Siga ABCDE un pentagon regular.

Siga P la interseccié de AC i BE.

Siga Q la interseccié de BD i CE.

Determineu la proporcié entre les arees del quadrilater

APQD i el poligon estellat ACEBD.

Nivell: A partir de 3ESO
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Solucié:
A
Siga X I'area del triangle APS .
A A
Els triangles APS , QPS soniguals.

1 A
Siga Y = EX I'area del triangle QRS.
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L’area del pentagon estrellat ACEBD és:

Sacesp = 6X+2Y.

L’area del quadrilater APQD és:
Sapop =3X+Y.

La proporcio entre les arees és:

SAPQD _ E

SACEBD 2 '

Novembre 5: En la figura ABCD és un quadrat i E és el punt mig del
costat AD .

Determineu quin perimetre és major el del quadrat o el de la

circumferéncia que passa pels punts B, C, E.

Nivell: A partir de 3ESO

Solucié 1:

Siga ABCD el quadrat de costat AB =1.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABE :

_ 5

BE=CE=—.
2

A

Siga R el radi de la circumferéncia circumscrita al triangle BCE .

A
L’area del triangle BCE és la meitat de I'area del quadrat:

1
S == - ==
BCE 2

A B

E

D C
A B
E
D C
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Resolent I'equacié:R =§.EI perimetre del quadrat és: P,gcp =4 .El perimetre de la circumferéncia és:

§_5n

P 2n8 _Tz3.92. Aleshores, el perimetre del quadrat és major que el perimetre de la

circumf —
circumferéncia

Solucié 2:

Siga O el centre de la circumferéncia .0 és la interseccio de les

mediatrius als segments BE i BC. Siga OE =R radi de la B/
A B
M
O

circumferéncia. Siga M el punt mig del segments BE. Aplicant el
A
teorema de Pitagores al triangle rectangle ABE :

EM =

: E
A A
Els triangles rectangles BAE , EMO sén semblants. Aplicant el
D

\/_

5 R

4

Y
>

4>|§|

Resolent I'equacié: R = 3 El perimetre del quadrat és: P,gcp =4 . El perimetre de la circumferéncia és:

5 Om

P 2n—=—=3.92.
8 4

circumf =

Aleshores, el perimetre del quadrat és major que el perimetre de la circumferencia. Sense calculadora:

Pcircumf :ﬁ<£2<1
Pucp 16 16 7

Novembre 6: En el triangle equilater de costat 1 s’han inscrit 7 cercles

iguals i tangents dos a dos. Trobeu el seu radi

Nivell: A partir de 3ESO

Solucié:
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P

G centres

7’

Siga ABC el triangle equilater de costat 1. Siga r el radi de les set circumferéncies. Siguen D, E, F

encia.

\

de tres circumferéncies. Siguen H, J i K punts de tang

=/HDE =120°.

ZGFE

=90°.
2r .

=/GHD

ZHGF

FE = DE

FE

FG

PK =13,

2r.

AK

FE

HJ

AC

4AK +HJ.

1=4r\3 +2r.

e

equacio:

Resolent I’

1

43 +2

_2V3-1 o005 |

Solucié 2 (Henk Reuling @Henk Reuling):
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Novembre 7-8: A la rajola adjunta els quadrilaters vermells sén
quadrats i els grocs rombes; els triangles blancs sdn equilaters i

els grocs isosceles. Trobar la rad d'arees de la zona vermella i

groga

Nivell: A partir de 4ESO

Solucié: Considerem els quadrats OPQR, ABCD i el triangle equilater AABP.

La proporcié que mantenen els quatre quadrats vermells i la zona groga és

' R igual a la proporcid entre un quadrat vermell i quatre triangles AOAP.
2 Siga AB=c.
Z0OAP =150° = 360° - (60° + 60° + 90°)
R L’area del triangle AOAP és:
s _c-c-sin(150°)  c?
. AOAP = 2 —
P
O ~—— La proporciod entre les arees pintades de roig i les pintades de groc és:
S c?
\ ABCD —1

4'SA0AP_4,%

Les dos zones tenen la mateixa area.

Novembre 9-10: Proposicio 1.43: En qualsevol

paral-lelogram el complement dels paral-lelograms
construits sobre un punto de la diagonal tenen la

mateixa area

Nivell: A partir de 3ESO.



Solucié: Siga ABCD un paral-lelogram. Siga P un punt de la diagonal
DB. Pel punt P tracem paral-leles als costats del paral-lelogram
formant-se els paral-lelograms AJPK i PMCL.

Els triangles AABD i ACDB sén iguals, i, per tant, tenen la mateixa
area. Els triangles AKPD i ALDP sén iguals, i, per tant, tenen la
mateixa area. Els triangles AJBP i AMPB sén iguals, i, per tant,

tenen la mateixa area.

Sapk =Sasp — (SKPD + SJBP): Scos — (SLDP + SMPB): SemcL

Novembre 11: El costat del quadrat gran mesura 10 cm. Sobre la seua
diagonal es dibuixen 4 quadrats. Trobeu el radi dels cercles tangents

Nivell: A partir de 4ESO.

Solucié: Siga el quadrat ABCD de costat AB =c=10. Aplicant el

teorema de Pitagores al triangle rectangle ADAB:

BD=c+2
Siga L el centre del quadrat JPMN. Siga K el punt mitja del costat PJ.
Notem que DK =KL = ﬁ, i aleshores:

BD =10 -[W, Per tant:
- Cc
DK J_
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADKP:
— — 1
DP =DK /2 = ¢

AP —c-tc-de¢
5 5

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APAQ:

4

PQ=AP-\2 —ic

Siga OT =r el radi de la circumferéncia inscrita al triangle rectangle
APAQ.

8, 42
r:2AP_PQ:5 S :E(Z—\/E)C.

Si c =10, r:4(2—\/§)z 2.34cm
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Novembre 12: Calcular la proporcié entre les arees del quadrilater

interior i el quadrat exterior
Nivell: A partir de 3ESO.
Solucié: L’area del quadrat exterior és:

Squadrat = (a + b)2

L'area de la superficie del quadrat exterior al quadrilater esta

formada per 4 triangles rectangles. La seua area és:

1, 1

ext

L’area del quadrilater ombrejat és:

S, ==-a’+2 Eab +—b2=l(a2+2ab+b2)
2 2 2 2
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1 1
Squadriléter = Squadrat —Sext = (@ + b)? — E (a+b)* = E (a+b)?

La proporcio entre les arees del quadrilater ombrejat i el quadrat és:

Squadriléter _

Squadrat

1

2

Novembre 13-14: En la figura es mostra un pentagon regular

ABCDE inscrit en un triangle equilater MNP. Trobeu la mesura de

I'angle ZCMD
Nivell: A partir de 2ESO.

Solucié: Per simetria BE = CE = ME .

D’on, el triangle AMCE es isosceles. /BEC = 36°.

I, per tant:

ZMEC = 36°+60°=96°.

180°-96°

ZCME = =42°,

ZCME= «ZBMD.

ZCME+ £ZBMD = 60°+£ZCMD.

420+42°= 60°+/CMD.
Resolent I'equacio:

ZCMD=24°.

1




Novembre 15-16: En la figura hi ha un octogon regular de costat c

junt amb quatre triangles equilaters (de color verd). Trobeu l'area
del quadrat determinat per els vertexs dels triangles equilaters
Nivell: A partir de 4ESO.

Solucid: Siga ABCDEFGH I'octogon regular de costat AB =c.

Siga KLMN el quadrat format per els vertexs dels quatre triangles
equilaters.

Siga X = KL el costat del quadrat KLMN.

/BCD=135° (angle interior de I'octogon regular).
ZLCB=/BCD- ZLCD=135°-60°=75°
Siga L’ la projeccid de L sobre el costat BC.

Aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle ALL'C:

V6 -2
—cC.
4

CL'=c-cos75°=

Jo-\2__2-\6 42 _

x=KL=BC-2-CL'=c-2 C=
4 2

L’area del quadrat KLMN és:

Skimn = X? :{ﬂ(;} 2(3_‘/€+‘/§_‘/§):2'

Novembre 17-18: El pentagon regular ABCDE esta dividit en tres

parts iguals per els segments DK i DL. Trobeu la mesura del
segment KL
Nivell: A partir de 4ESO.

Solucid: Tenim:
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Transformem el pentagon regular ABCDE en un triangle isdsceles
APQD de igual area. Procediment:

a) Por el punto E tracem una paral-lelar al segment AD quetalla
alarecta AB en el punt P.

Notem que les arees dels triangles AADE i AADP sén iguals.

b) Por el punto C tracem una paral-lela r’ al segmento BD que
talla ala recta AB en el punt Q.

Notem que les arees dels triangles ABCD i ABQD sén iguals.
Aleshores, les arees del pentagon ABCDE i el triangle isdsceles
APQD sdn iguals.

c) Dividim el segment Fﬁ en tres parts iguals.

d) El segmento central KL és el gue busquem.
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Py A 9
K B

Notem que ZEPA =_/DAB =72°. /PAE =72°. D'acii ZPEA=36°. AEB=236°. |, per tant,

ZPEB =72°. D'aci, PB=BE=®.PQ=2-PB-AB =2d 1=

@.D’on,ﬁz%%z%\@.

Novembre 19: En la figura AB =3, BD =7, AD = 8 i ZBCD = 90°. Trobeu D

|'area del triangle ABCD

Nivell: A partir de 3ESO.

Solucié: Siga BC =xi CD=Yy.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABCD:

x? +y? =72,

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AACD: (X +3)% +y? = 82.

Considerem el sistema format per les dues expressions anteriors:
x? +y? =149 }

x+3)2+y? =64
x=1

y=4J3

Resolent el sistema: {

1 1
L'area del triangle ABCD és: Sgp = Exy =3 1-443 =243
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Novembre 20: (K6Mal, 498) Una circumferéncia esta dividida en 12
arcs iguals. Els punts de las divisions se uneixen como indica la figura.
Trobeu la rad entre les arees dels rombes formats.

Nivell: A partir de 3ESO.

Solucié:

Les parts iguals en que esta dividida la circumferéncia formen el dodecagon regular ABCDEFGHIJKL. Siga
AB = c el costat del dodecagon regular, aleshores Z/ABK=/ALC=30°.

Per altra banda, ABPL és un rombe de costat ai angles 302i 1502. /L. CJ=/BKD=30°.

També PCQK es un rombe de costat a i angles 302i 1502. Els rombes ABPL i PCQK son semblants.

El triangle ABCP es isosceles amb BC=BP=c , ZBCL=30°. Per tant, CP=cy3.

Recordem que si dos figures sén semblants les seues arees sén proporcionals amb proporcionalitat el quadrat
de la radé de semblanca entre les figures:

—\2
S_(z} 4
SABPL AB

Per altra banda

ZKDIl= ZCJE=30°.

QDRJ és un rombe de costat a i angles 302 i 1509. Els rombes ABPL, QDRJ sén semblants.
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El triangle ACDQ es rectangle /DCJ=90°, L/CDK=60°, CD=c.Per tant, @ =2C.

—\2
Saor (2} 4
SABPL AB

Per tant, la proporcioé dels rombes és:

SpepL : Spcok P Sqpry =1:3: 4.

Novembre 21-22: En la figura hi ha un octogon i dos

hexagons tots regulars i de costat c. Trobeu el perimetre
i I'area de la interseccié dels dos hexagons.

Nivell: A partir de 4ESO.

Solucié: Siga ABCDEFGH I'octogon regular de costat
AB=c.

Siga JKLMNP |’hexagon interseccid dels dos hexagons

regulars.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

isosceles ABQC:

ac-Y2.
27 F E T
AF=CD+2-QC=(1++2k.
UFtap 12 c N y D
2 2
AN =+/3c. A [
U
ON = AN - UF = 3¢ - 12 ] _23-1-42
2 2 c
J K
Per altra banda Z/NPU=60°. Siga Xzﬁl, y=P_U.
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle
A B Q
APUN:
p-1-2k 3
2x 2
d’on
63 -+/6 1. 6-3-6
X= 3 C, yZEX: 6 C

El perimetre del hexagon JKLMNP és:

30—4J§—4J€C
3

Pikimne =2-AB +4x =
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L'area de I’'hexagon JKLMNP és igual al doble de I’area del trapezi PLMN:

AB+2y+AB oo [12-43-6J23 -1-42) ,
2 6 '

UN =

SJKLMNP =2 SPLMN =2

—18—18\/§+27\/§+2\/€C2

S =
JKLMNP
6

Novembre 23-24: La figura esta formada por dos enneagons, un

hexagon tot dos regulars, i dos triangles. Proveu que els dos triangles
son isosceles
Nivell: A partir de 3ESO
Solucid: Els costats dels enneagons i I’hexagon sén iguals.
AB =BC =CD.

Per tant, el triangle AABC es isosceles.

L’angle interior del enneagon regular mesura:

360°

/ZABK = ZCBK =180°- =140°.

L’angle interior de I’hexagon regular mesura:

360°

«/DCL =180°- =120°.

ZABC=360"-2ZABK =80°.

o_
/BAC = /ACB = w _ 500,

El triangle ABCD es isosceles.

/BCD = 360°-(£ABK + ZDCL) =100°.

o_
~/CBD = /BDC = w — 400,

Per tant, AC i BD s6n perpendiculars. Siga P la interseccio d’AC i BD. Els triangles rectangles AAPB, ACPB
son iguals, per tant, els triangles rectangles AAPD i ACPD son iguals. Aleshores, el triangle AACD es isosceles.

Notem que els triangles AABC i AADC son iguals.
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Novembre 25-26: En la figura hi ha tres quadrats de centres A, Bi C.

El punt O es el vertex de dos quadrats.
Proveu que els segments OB i AC sén iguals i perpendiculars
Nivell: A partir de 3ESO.

Solucid: Sean a, b, cles mesures dels costats dels quadrats de centres

A, B, C, respectivament. Notem que a+b = c. Siga K la projeccié de
B sobre la recta OP.

Siga la recta paral-lela a BK que passa per C. Siga la recta paral-lela a

OK que passa per A. Les dos rectes anteriors s’intercepten en L.

&zlb,ﬁ:a+£b.
2 2

azic—lazlb,1:£c+la=a+1b.
2 2 2 2 2 2

Aleshores, els triangles rectangles AOKB i ACLA sén iguals, i tenen els catets corresponents perpendiculars, per
tant:

OB =AC,i,amés, OB L AC.

Novembre 27-28: En la figura, un octogon regular esta inscrit en un

triangle rectangle. Calculeu la rad de proporcionalitat entre els perimetres
i les arees de I'octogon i el triangle.

Nivell: A partir de 3ESO.
Solucié: Siga AABC el triangle rectangle isosceles, A =90°, AB = AC

Siga DEFGHIJK I'octogon regular de costat DE=c.

Siga P la projeccio de G sobre el catet AB .

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles AADK
3
AD =EP =PF=—-c.
2
El triangle rectangle APBG Es isosceles, aleshores:

BB -PG (1432 C.E:[ziﬁjc.
2 2

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles AABC:

%:(ugﬁjﬁc.
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El perimetre de I'octogon és: Ppcrgniix = 8C . El perimetre del triangle AABC és:
3 3
Psc =2 2+E‘E c+ 2+E‘/§ J2¢ = 7+5J§)c.

La proporcid entre els perimetres és:

I:)DEFGHIJK _ 8

c
PABC (7 + 5\/5)
L'area de I'octogon regular és igual a I’'area del quadrat de costat AP menys I'area del quadrat de costat c:

Soeram = 1+v2) ¢? —c? =21+ V2)c?

L’area del triangle rectangle isdsceles AABC és:

- —8l5v2-7).

2
Sppc = %(2+g\/§} c? = %(17 +12J§)c2.

La proporcio entre les arees és:

SpercHIIK _ 2(1+ ‘/E)CZ = 8(5\/5 — 7).

411(17 +1242)c?

SABC

Novembre 29-30: En la il-lustracid ABC és un triangle equilater i

X

AYZCi ABXW sén dos quadrats iguals. Demostreu que AAZX és un .
triangle equilater. Y
Nivell: A partir de 3ESO. 8 W
Solucié: El gir de centre A i 602 transforma el quadrat AWXB en el
quadrat AYZC. c A
També, aquest gir transforma la diagonal AX enla diagonal AZ - .
Per tant, AX =AZ i /XAZ= 60°. D’aci, AAXZ es un triangle

z

equilater. '




