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SOLUCIONS ABRIL 2018

AUTOR: Ricard Peird i Estruch. IES “Abastos”. Valéncia

ABRIL 1-8: Calcular I'angle que formen dues diagonals
d’un cub.

Nivell: A partir de 4ESO.

Solucid: Siga ABCDA’B’C’'D’ el cub d’aresta a = AB .

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

AABC: AC =av/2.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
AACC’: AC'=BD'=av/3 .

Les dues diagonals s’intercepten en el punt mitja P:

Bp_mp_AC 3,
2 2 D’
_ A oy
Siga o = ZAPB l'angle que formen les diagonals AC'i \ /
BD'. Aplicant el teorema del cosinus al triangle AABP: "
2 2 2
o (B [(B) B @ﬂ
a“=|—a| +|—a| —-2—a| cosa.

o <

Simplificant: cosa = %.a = arccos% ~ 70°31'43.6".

Abril 4-5: Siga ABCDEFA’B’C’'D’E’F’ un prisma hexagonal
amb totes les seues arestes iguals a a. Calculeu les diagonals
AC’ i AD’. Calculeu I'area de la seccid del prisma que passa

per A, B, D’. Calculeu el perimetre de la seccid del prisma

gue passa per A, B, D’
Nivell: A partir de 4ESO.

Solucié: Tenim, per a la primera pregunta: AD = 2a, D’ .
ZABC=120°.
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AABC.

AC’ =a? +a? - 2a%cos120 = 3a2. C

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

AACC’:



Pagina 2 de 14

AC’ —a%+3a%=4a%. AC'=2a.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AADD’:
AD" —a?+(2a)? =5a%. AD'=a+/5.
Notem que la seccid passa per els punts mitjans P, Q de les
arestes FF', CC', respectivament.
La seccio és I’lhexagon ABQD’E’P.
@:E:Za. AE'=BD'=AC'=2a.

L’area de I’'hexagon ABQD’E’P és igual al doble de I'area del

trapezi ABQP:

AB + % AE' a-+2a
SaqoeP = Z(T 7J = 2( > aj = 3a?

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AAFP:
2
—2 1
AP" =a®+ [E aj =

El perimetre de I'hexagon ABQD’E’P és:

a?. AP =23,

NI

>
4
Prsooer = 2B + 47P = (2+ 2.5 )a.

Abril 2-3: Siga el cub ABCDEFGH. Siguen K, L, M els punts
mitjans de les arestes AB, CG i EH, respectivament.

Determineu la proporcio entre els volums del tetraedre KLMF

i el cub original.

Nivell: A partir de 4ESO.

Solucié: Siga AB = a l'aresta del cub ABCDEFGH.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AAKE:

5 . .
EK =7a. Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

— 6
rectangle AKEM: MK = %a. Analogament

J6

E=R=W=7a
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J5

El centre O del cub és el centre del triangle equilater AKLM. FK =FL =FM =EK =7a.

Aleshores, F pertany a la mediatriu del triangle AKLM. |, a més, OF és perpendicular al triangle

AKLM. OF = %ﬁ: = %\/5 El volum del tetraedre és:

2
1 — 143(J6_) a 3
Viewe = =Siom-OF = =21 22 a| 23 =" a3,
KLMF 3 KJILM 3 4 ( 2 J 2 16
La proporcio entre els volums del tetraedre i el cub és:
3 3
—a
Vikive _16 _3

chb a3 16 .

Abril 6-7: A l'interior d'un con estan disposades dues esferes
tangents entre si i tangents a la superficie del con. La
proporcid entre els radis de les esferes és igualam / n (m>
n). Determinar I'angle en el vertex de la seccié axial del con.

Nivell: A partir de 4ESO.

Solucié: Considerem la secci6 axial del con AABC

(triangle isosceles E:B_C). Siga M el punt mitja del

diametre AB de la base. c
Siga O el centre de la esfera inscrita al con i a la base del con
de radi m.
. P
Siga h=CM, l'algada del con. K L
Siga P el centre de la esfera superior tangent a la anteriorila N
superficie lateral del con de radi n. T o
El pla tangent a les dues esferes talla les generatrius AC i
BC en els punts K, L, respectivament. Siga N la interseccio '\
A M

de l'alcada CM y KL .
Els triangles AABC i AKLC sén semblants i la rad de semblanca és m/n.

Aplicant el teorema de Tales:

Resolent I'equacio:
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Siga a = LZACM. L'angle en el vertex de la seccié axial és, LACB=2c. Siga T el punt de
tangéncia de la esfera de centre O i la generatriu AC .
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AOTC:

. m m m-n
sina = =— = .
h-m 2m m+n
m-n
o = arcsin —
m+n
m-n

/ACB = 2a = 2-arcsin

m+n

Abril 6-7: En qualsevol prisma el nombre total de cares C i el nombre
total d’arestes A, compleixen: C = 2 +2
Nivell: A partir de 3ESO.

Solucid: Siga la base del prisma un poligon de n costats.

El nombre de cares és:

C=n+2.

El nombre V de vertex és:

Aplicant la férmula d’Euler:
C+V=A+2, n+2+2n=A+2.
Resolent I’'equacid: A = 3n, i queda

é+2=%+2=n+2=C.
3 3

Abril 10-11: En un con equilater (con en el qual el diametre de
la base és igual a la generatriu) s'ha inscrit un prisma regular
hexagonal amb totes les seves arestes iguals. Determinar la
proporcid entre els volums del prisma i del con.

Nivell: A partir de 3ESO.

Solucid: Siga O el centre de la base del con, de vertexS.

Siga ABCDEFA’B’C’'D’E’F’ el prisma regular hexagonal tal que
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E:AA':X
OA = x
AD = A'D' = 2x

Siga @ = 2R el diametre que passa per
els punts A, D.

AS = 2R.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle
rectangle APOS: 0S = R\/§ , altura del

con.

PA=R-X.
ZSPO=60°

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APAA’:
M':\/E-Iﬁ, x=\/§(R—x).

Resolent I'equacio:

El volum del prisma és:

3
B 3B s 3£(S_J§RJ _8L/3-135 5

2 8

El volum del con equilater és:
Ve, =%nR2 ‘RV3 = %R?

La proporcio entre els volums del prisma i del con

8143 -135 _,
Viea 8 N 24343-405
prisma _ 8 _ — S . 0.3650 .
Ve, ﬂRS 83
3

Abril 12-13: A la figura, hi ha un doble con i un cub. Els dos cons sén
equilaters (el diametre de la base és igual a la generatriu). La cara
inferior (superior) del cub és tangent a la cara lateral del con inferior
(superior). Calcular la proporcio entre els volums del cub i del doble
con.

Nivell: A partir de 3ESO.

Solucid: Siga el cub ABCDA’B’C’'D’ d’aresta AB =X.
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Siga O el centre del cub i del doble con.
Siga @ = 2R el diametre del doble con.

Siga M la interseccié del diametre % i laresta AA'.

1 J2 J2

E:x\/z, O_I\/I=—A_C=—XW=R——X
2 2 2

ngx, ZA'PO=60°.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
APAA’:

A'M=

-PM,

@

X=\/§[R—£X).

NP

Resolent I'equacio:

243 642 — 243
X = R= R.
J6 +1 5

El volum del cub és:

3
Vo = :(6\/5—2\@} ns _ 64812 45643 s
Ccu *

5 125
El volum del doble con és:

271:3\/5 R3 .

VZCon :2'%75R2 R\/§ =

La proporcio entre els volums del cub i del doble con és:

648+/2 — 456+/3 e 648+/2 — 456+/3

Veub 125 125
= = =0.2792
V2c0n 27'[\/5 R3 ZTC\/§
3 3

Abril 14-15: Siga donada una piramide regular
pentagonal tal que les seues cares laterals son
triangles equilaters. Determineu l'angle que forma

la cara lateral i la base. Determineu l'angle que

forma una aresta lateral i la base.
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Nivell: A partir de 4ESO.
Solucié: Siga ABCDES la piramide de base el

pentagon regular ABCDE i que té totes les arestes

iguals, AB=a.

Siga O el centre del pentagon regular. Siga M el

punto mitja de I'aresta AB . /MBO=54°.
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AOMB:

4 _cos54°. OB=— 2 2:OM

o St = tg54° . OM = 2a- tg54°.

Per a la primera pregunta, tenim: L’angle que forma una aresta lateral i la base és igual I'angle
a=/0BS.

Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ASOB:

o = arccos 2 = arccos ; ~ 31°43'3".
BS 2co0s54°

Per a la segona pregunta, tenim: I'angle que forma una cara lateral i la base és igual I'angle

B = LZOMS .Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle ASMB:

J3

MS =73,
2

Aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle ASOM:

o, = arccos % = arccos gtgm% 37°22'39",

Abril 16-17: Siga ABCDA’B’C’'D’ un prisma regular de base
guadrada d’aresta 1i alcada 2. Siguen P, Q, Ri S els punts mitjans
de les arestes AB, BC, C'D’ i A’'D’, respectivament. Determineu
I’area del rectangle PQRS

Nivell: A partir de 3ESO.

— — 1
Solucié: Tenim: BP =BQ = E .

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles

APBQ:



— 2
PQ = £ )
2
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

isosceles ABAD:
BD=+/2.
Siga M el punto mitja del segment Iﬁ, K el punt mitja

del segment RS. Siga L la projeccié de K sobre la base

ABCD.

1— 2 —

D_L=BM=§PQ=T,W=BD—2-BM=

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
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AKLM:

L’area del rectangle PQRS és:

PO KM -

SPQRS =

Abril 18-19: Siga ABCDA’B’C’D’ un prisma regular de base quadrada de

aresta lialcada 2. Sean P, Q

i C'D’, respectivament. Determineu l'area de la seccid del prisma

determinada per el pla PQR
Nivell: A partir de 3ESO.

Bl
D
Solucid: La seccié determinada por els punts P, Q, R és el hexagon '-C C
PQURST, tal que U és el punt mitja de la aresta cc , S és el punt mitja A ;Q

i R els punts mitjans de les arestes AB, BC D' R

de I'aresta A'D' i T es el punt mitja de I'aresta AA'.

- 1
BP=BQ=—-.
Q 2

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles APBQ:

PQ- 2.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles AABC:

AC=TU=BD=+2.
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Siga L la projeccid de K sobre la base ABCD.

— 1— 42

D_L:BM=§PQ=— D’ R

_ %

LM=BD-2-BM=%2,

N
2

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

rectangle AKLM:
KM T
Siga E el punt mitja del segment TU.

L’area de la seccio és igual al doble de I'area

del trapezi PQUT:

J2

%H_U—J_z 2 V232

9
SpqursT = 2{ ME 5 =32

Abril 20-21: Siga donat un cub i una piramide quadrangular recta que
té per base una cara del cub. Suposem que el cub i la piramide tenen
la mateixa area. Trobar la proporcié entre els volums de la piramide i
el cub

Nivell: A partir de 3ESO.

Solucid: Siga el cub ABCDA’B’'C'D’ d’arestaAB = a. Siga ABCDV la

piramide quadrangular regular.
Siga O el centro de la cara ABCD. Siga M el punt mitja de I'aresta AB . Siga MV =X I'alcada de
una cara lateral de la piramide. Siga OV =h laltura de la piramide. L'area del cub és:

Seup = 6a°
L’area total de la piramide és:

6a% = a2 + 4L ax
2

El cub i la piramide tenen la mateixa area, aleshores: 6a’ =a? + 2ax.

) 5
Resolent I'equacid: X = Ea.
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Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMOV:

3] (o o

Resolent I'equacio:

h:&@.

El volum de la piramide és:

1 J6
Voiramide = 5323\/6 = ?33-

El volum del cub és:
.3
Vo =2a’.

La proporcio entre els volums de la piramidei el cub és:

V ad

Vpiramide_ 3 ﬁ
cub 3
Abril 22-29: Siga ABCD un tetraedre regular d’aresta 2.
Sean E y F los punts mitjans de les arestes BD i CD,
respectivament. Determineu I’area del triangle AAEF
Nivell: A partir de 3ESO.

Solucié: Siga EF la paral-lela mediana de la cara ABCD,

aleshores:

EF-1BC-1
2
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AAFC:

AF = AE =3,

Utilitzant la férmula de Herdn I'area del triangle AAEF és:

V3 +1)11:(243)-1 _m

S =
AEF 4 4




Abril 23-30: Siga ABCDEFS una piramide hexagonal regular
de base un hexagon regular ABCDEF de costat a. Siga a la
altura de la piramide. Una esfera és tangent a les arestes
laterals de la piramide en els vertexs de la base. Calculeu el
radi de la esfera

Nivell: A partir de 3ESO.

Solucid: Siga G el centre de la base ABCDEF de la piramide

Siga SG = a, l'algada de la piramide. Siga O el
centre de I'esfera.

ZSAO=90°, ZAGO =90°.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

S
]
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Siga OA =R el radi de I'esfera. Siga 0G = x ,#4‘;\\.\\
F 4 g C
7 S

rectangle isosceles AAGS: AS=a\2.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

rectangle isosceles ASAOQ:

2
(a\/i) +R?2=(a+x)? (1)
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle
rectangle isosceles AAGS:
a’+x?2=R? (2)
Considerem el sistema format per les expressions (1) (2):
2 2 2

(a«/i) +R° =(a+x)
a®+x%=R?

Resolent el sistema:

X=a
{R:a\/?

Abril 24-25: Una esfera esta inscrita en un con truncat.
Proveu que l'area de I'esfera es menor o igual que l'area
lateral del con truncat.

Nivell: A partir de 4ESO.

Solucid: Siga r el radi de I'esfera. Siga ABCD una secci6 axial

del con truncat.
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Siga K el centre de la base inferior del con truncat. Siga BK = a el radi de la base inferior del

con truncat. Siga L el centre de la base superior del con truncat. Siga CL =b el radi de la base
superior del con truncat. Siga a>b. KL =2r. Siga a = ZABC, a € }O, g{ .Siga T el punto de
tangéncia de I'esfera i la generatriu BC del con.

BK=BT=a,CL=CT=b.BC=a+b.

Siga P la projeccié de P sobre la base inferior del con truncat. PB=a-b.

Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ACPB: sina = b’
a+

L’area de la esfera és:
Segera = 4nr® = n(a+b)*sin o

L’area lateral del con truncat és:

S = (Z’TLZZWJ@ _ n(a+b)?.

Segern = M@+hb)?sin®a < m@+b)® =S_,,r.

L’area lateral del con truncat és:

St = (Z’Ta%znbjﬁ — n(a+b)?.

Seqern = M(@+b)?sin*a < m@+b)> =S_,,r.
Nota: L'area d’una esfera inscrita en un cilindro es igual a I'area

lateral del cilindro

Abril 26-27: La seccié d'un tetraedre regular que passa per dos
punts mitjans de dos arestes de la base i és perpendicular a la
base, divideix al tetraedre en dos poliedres. Determinar la
proporcid entre els volums dels dos poliedres.

A
Nivell: A partir de 3ESO. v

Solucid: Siga ABCD el tetraedre regular d’aresta AB=a.

A -
Siga O el baricentre del triangle equilater ABC . Siga h = OD l’al¢cada del tetraedre ABCD.

El volum del tetraedre regular ABCD és:

\Y} =££a2h=£a2h
ABCD T3 4 12

Siguen M, N els punts mitjans de les arestes AB , B_C, respectivament.



Siga K el punto mitja del segment MN .

Siga MINP la seccié perpendicular a la base AABC.

— 3 — J31_ 3

B=—a, BBK=——-a=—a.
3 2 2 4

Els triangles rectangles ADOB i APKB son

semblants. Aplicant el teorema de Tales:

h P — 3

——=———,PK=—=h.

J3_ 3 4

—a —a

3 4

El volum del tetraedre MNBP és:

v _LJ3(a)’s
MNBP T3 4 2) 4

Sh=X2
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El volum del poliedre AMNCPD és igual al volum del tetraedre ABCD menys el volum del

tetraedre MNBP:

V3 2

V3 o
—a

V =—a‘h-
AMNCPD = 64
La proporcio entre els volums dels poliedres AMNCPD i MNBP és:
133 ,
——a‘h
Vamnceop _ 192
VMNBP ﬁa
48

Abril 28: Siga un con recte amb area de la base S; i area

lateral S,. S’inscriu una esfera. Trobeu el radi de I’esfera

Nivell: A partir de 3ESO.

Solucid: Considerem la seccio axial del con AABC (triangle

isosceles AC =BC = g).




Siga M el punt mitja del diametre AB = 2R de la base. Siga

O el centre de I'esfera inscrita al con. Siga r = OM el radi

de I'esfera.
S, =nR?, S, = nRg.

L'area del triangle AABC és:

r.

AB-MC AB+AC+BC
SABC: 2 = 2

Ryg? -R? =(g+R)r.

2 2
(9+R)>  Vg+R
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