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SOLUCIONES OCTUBRE 2018

Coleccién preparada por Mario Mestre. Institut “El Pont de Suert”. Alta Ribagorca

Octubre 1: Resolver las ecuaciones:

sin3x cos3x

sinx CcoS X
1 - cos 4x = sin 4x

Solucidn: Para la primera ecuacién tenemos:

sin(2x +x) cos(2x + x) _
sinx COSX h

sin(2x)cosx + cos(2x)sinx  cos(2x)cosx — sin(2x)sinx _,

sinx COSX

(2sinxcox)cosx + (cos?x — sin?x)sinx  (cos?x — sin?x)cosx — (2sinxcox)sinx

sinx COSX
2c0s2X + cos?x — sin?x — cos?x + sin?x + 2sin?x =2 = sin’x+ cos?x =1

Como la ultima igualdad se cumple para cualquier angulo, la ecuacién primigenia se
cumple para cualquier angulo.

Para la segunda ecuacion, tenemos de las relaciones del angulo mitad:
] (oc) + 1 — cosa 1 2_2(0()
sin(=) = —_ > — cosa = 2sin” (=
2 - 2 2
Y haciendo o = 4x junto con la ecuacién propuesta lleva a:
2sin?(2x) = sin4x = 2sin?(2x) = 2sin(2x)cos(2x)

{ sin(2x) = 0

2sin(2x)[sin(2x) — cos(2x)] = 0 sin(2x) = cos(2x)

La primera igualdad llevaa 2x=kn = x=kn/2conk € Z

La segunda igualdad lleva a tag(2x) =1 = 2x =n/4 +kn = x=n/8 +kn/2conk € Z

Octubre 2-3:
3 Un rombo de lado 19 y angulo agudo 60° gira
g alrededor de un vértice del angulo agudo vy
perpendicular al lado del rombo. Calcular el area
43 del cuerpo de revolucién.

Solucidn:
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El sélido es un tronco de cono ABCD menos un cono PNQ, cumpliéndose: g=AB=19,r
=AQ=19; R=0B =19(1+cos 60) pues en AOPQ

OP=19:cos60 = R=0B=0P +PB=19-cos 60+ 19 = 19(1+cos 60)

El area del sdlido sera la de la superficie lateral del cono, mas la superficie lateral del
tronco de cono, mas la de las bases, menos la base del cono

Asslido = ALcono + Altronco + Abase grande + Abase pequefia — Abase cono
ALcono = trg = m-19%-cos 60
Altronco = Tg(R + r) = m-19-[19-(1 + cos 60) + 19] = ©-19%(2 + cos 60)
Abase grande = T-OB? = 1:192-(1 + cos 60)?
Abase pequeria = T-AQ? = 1-19?
Abase cono = :OP? = 11-192-cos? 60

Asslido = +19%[cos 60 + 2 + cos 60 + 1 + 2 cos 60 + cos? 60 +1 — cos? 60] = n-192-[4-cos 60
+4] =4-1:19%(1 + cos 60) = 21661
Octubre 4: Se escoge al azar un punto del interior de un circulo de radio 1. ¢Cudl es la

probabilidad de que esté fuera del dodecagono inscrito en el circulo?

Solucidn:

Tendremos:
OM = apotema =cos 15

AB = lado dodecagono = 2:sin 15

Perimetro - apotema
Adodecégono = 2

_ 24 - sin15.cos 15

B 2

=12 -sin15 - cos15

=6-sin30 =3
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— — 2 —
Aexterior dodecidgono — Acirculo - Adodecégono =m-1"-3=m—-3

Y, por tanto:

T
probabilidad = ——
T

Octubre 5-6: Dos ciudades A y B estan situadas en el mismo paralelo de la esfera
terrestre, mientras que la ciudad C se halla en el mismo meridiano que A. La latitud de
A es ¢ = 60° norte.

a) Sila ciudad C estd a 300 km al norte de A, calcula su latitud considerando que el radio
de la Tierra es, aproximadamente, 6.371 km.

b) Silas ciudades Ay B tienen de longitud Aa = 60° oeste y As = 40° este, respectivamente,
¢qué distancia les separa?

Solucidn: Para a) tenemos:
R=0A=0C=6371km
meridiano ZEOA =60°

ZEOC = a =latitud de C=60° +y
ZAOC =7y
N A
.
. ACkm = Yrad - = = 300
1rad
= (a— 60i) 6371
180
300 m
= = —_— —
5637173

~ 1,0942 ...rad

Y, por ultimo:
180
1,094286...- — ~ 62,69..° = 62°41' 52,67 'norte

Para b)

ZAQG = Aa = 60° oeste
ZCQG =Ac=40° este. A = Aa+ Ac =100
r=QA=QG=QC

distancia entre Ay C =AC = 100°

i _meridiano de Greenwich

T
180°

T
AAQO (rectangulo en Q) OA%= AQ? + Q0?
Z0AQ =90° - 60° = 30°

in30 =—=— r =6371 in30
— — =71 = .
sin / sin

= 3185,5 km
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Y, por ultimo:

distancia entre Ay C =AC = 100°$ .r=100°- %- 3185,5 ~ 5559,746 km

Octubre 7: Estudiando sus propiedades, representar la funcién:
y = arctg x?
Solucién: Recordemos que f(x) = arctag x < f(tag x) =x, xe]-n/2, n/2]

Dominio=R

Recorrido = [0, ©t/2[

CortesconejeX:y=0=>x=0

Cortes con el eje Y: x =0 = f(0) = 0. Un Unico corte: (0, 0)
Simétrica respecto al eje Y pues f(x) = f(- x)

Asintotas:

Como lim f(x) = = hay una asintota horizontal y = =
X—+o0 2 2

No hay asintotas verticales ni oblicuas

Crecimiento, decrecimiento:

,_ X |
y = 1+ x* R |
0
Minimo relativo en (0, 0)
Concavidad, convexidad:
L 2(1+xM) —4x*(2x) 2 -—6x* " _ o +4 1
= = = = = —
1 +x%)? 1 +x4)? y *TE3
/\ | \1/ | /\
I | !
0 4 1
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Octubre 8-9: En un bosque en el que hay buhos como depredadores y ratones como
presas, las poblaciones varian de acuerdo con los modelos:

B(t) = 180 + 30 - sin (gt - ;),R(t) = 800 + 200 - sin (gt)

respectivamente, donde t viene medido en afos a partir del 1 de enero de 2019. ¢ Cudles
son las poblaciones de buhos y ratones el 1 de enero de 2020? ¢Cual es la poblacién
maxima de buhos y ratones? ¢ Coinciden alguna vez estos valores maximos? Representa
ambas funciones con GeoGebra

Solucién:
TU
R(1) = 800 + 200 - sin (E 1) = 800 + 200 = 1000 ratones
T T
B(1) = 180 + 30 - sin (51 - E) = 180 + 30 - sin(0) = 180 buhos
El maximo para ratones sale cuando:
sin(2t)=1 = Zt=T+2knconke{0,1,2,3,..} = t=1+4ke{L509, ..}
El mdximo para buhos sale cuando:

o m T M T
Sm(it_i)ﬂ = St-5=5+2Zknconke{0,1,2,..} =

t =2+ 4ke{2,6,10,.....}

Se trata de PA de diferencia 4 y diferente valor inicial, por lo que los maximos no
coincidiran en el tiempo

1000

500
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Octubre 10: Representar la zona del plano que verifica:
cos(x+y)=0
0<x,y<m
Solucidn: Las dos ultimas inecuaciones se cumplen en el cuadrado (y en su interior) de
vértices (0, 0); (m, 0); (O, @) y (<, m). Como la funcién coseno es no negativa en el primer
y cuarto cuadrante del argumento, tendremos que la primera inecuacién es equivalente
al sistema:

T
OSX+yS§
31
7SX+yS2T[

Que es facilmente resoluble recurriendo a las rectas: x+y =0, x+y=1/2,x+y=31/2y
X +y = 27. En definitiva, la zona donde se verifica el sistema original esta formado por
los tridngulos AABC y AEFL (y su interior)

Octubre 11-12: Partiendo de la grafica de la funcién y = sin x, obtener un periodo de las
graficas de las funciones:

gix) =4-f(—2x)
h(x) = —1t - f(mx)

i(x)=2-f(x—g)

. 1 X

j(x) = 2 f (E)
Solucidn: Tendremos, por ejemplo, para g(x) = 4-f(-2x)
Periodo: La funcidn sin x tiene periodo [0, 27]
g(x)=4f(-2x) =>0<-2x<21 = 02x>-1 = 0<x<Tm

Comof(-2x)e[-1,1] = -4<41f(-2x) <-4 = g(x) € [- 4, 4]
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7

Octubre 13-20:
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En la figura, AP y BP son dos segmentos
perpendiculares tangentes a la circunferencia de
radio 1. PK pasa por el centro de la circunferencia
O y L es el punto de tangencia entre PB y la
circunferencia. Calcular el perimetro del tridngulo
APLK

P L B

Solucidn: En la figura tendremos:
PK=PO+0K; PO=v12 + 12 =+/2; PK=+/2 +1; ZKPL=45°
Aplicando el teorema de los cosenos al triangulo APLK

LK? = PK? + PL2 — 2 - PK - PL

2
-cos45°=(\/2+1)2+12—2(\/§+1)-1-§=2+\/§ = LK

= /2+\/§
De donde:
Perimetro = PL + PK + LK = 1+ (1 +v2) + /2+x/§=2+\/§+ /2+\/§

Octubre 14: Calcular el valor de la expresion:
n
sin(2 - arctg2) — tg (Z — arctg 2)

en el primer cuadrante

Solucidn: De las formulas del angulo doble, tenemos:
sin(2 - arctag2) = 2 sin(arctag2) cos(arctag2) = 2 i . i = i
V5 V5 5
calculadas las razones trigonométricas en el tridngulo rectangulo 1-2-/5.

De la férmula de la tangente de la diferencia:

ol tag% — tag(arctag2) 1-— % 1
tag (— — arctagZ) = = = T=3
4 1+tagy- tag(arctag2) 1+ > 3
calculadas las razones trigonométricas en el tridangulo rectangulo 2-1-v/5. Por tanto:
) g1 4 1 7
sin(2 - arctg2) —tg (Z — arctg 2) T

Octubre 15-22:
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VAT Un rombo de lado 19 y angulo agudo 60° gira alrededor de un
* eje que pasa por el vértice del dngulo obtuso y es perpendicular
S al eje pequefio. Calcular el drea del solido de revolucién.

Solucidn:

El solido es un doble tronco de cono ABCD
menos dos conos ODC.

El drea serd la superficie lateral de los dos
troncos de cono mas la superficie lateral de los

conos.
R=A0
r=DP

g=19

En el triangulo AADM

in30 = M 8% __R R=2-19. - =19
= — = = = = . . — =
St AD AD _2-AD 2

r=DP=MO=R/2=19/2

2TR + 21r 19 1083
Stronco:TgZ‘r{g(R+r):n.19.(19+7): >

19 361mn

Stateral cono = Trg =m- 19 > = —

1083t 361w
Ssslido = 2(Stronco + Sjateral cono) = 2( 2 + > ) = 1444

Octubre 16: Sisecx +tg x = % , calcular
(secx — tg x)?
Solucién:

Probaremos en primer lugar, que:

1

secx+tagx=——"7-—"7"—"—-
secx —tagx

Tenemos:
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1 _ 1 secx +tagx  secx +tagx secx + tagx
secx —tagXx secx—tagx secx +tagx sec?x —tag?x (1 + tag?x) — tag2x
= secx + tagx
Por tanto:
_ 1 1 ,
Sisecx +tagx = - = secx —tagx =—— =2 = (secx —tagx)’* =14
2 secx + tagx

Octubre 17: Un triangulo 30°-60° - 90° gira alrededor de su hipotenusa de 18 cm. Hallar
el area del cuerpo de revolucién generado

Solucidn:
De la ilustracion adjunta, tenemos:
A
60° AB=18,AC=g1, BC=g, r=CP.
94
Ar=Trgy+ mtrgz = r(ga + g2)
C a S
CP CP \
AA(:P=>t:,1geo_x/§—E zAP_ﬁ }
ACPB = tag30 1 o BP = CPV/3
= = — =
9, 820 =3 T BP )
= AP+ BP =18
1
. =>CP(—+\/§)=18 = CP
30 \/§
e 93
2
_ V3 CP 2-CP
AACP > sin60 =——=—=g;, =——=
2 81 V3
1 CP
ACPB:>sin30=§=g—:>g2 =2-CP=9V3
2
93 813
Ar =mr(g, +g,) = T[T(9 + 9\/§) = ﬂT(l + \/§)

Octubre 18-25:

Construimos dos conos con la base comun y uno dentro del
otro. La distancia entre los dos vértices es 18. El dngulo de
la seccion axial del cono grande es la mitad de la del
pequeno. Calcular estos dngulos si el volumen del sélido
limitado por las dos superficies conicas es 9721t cm>.
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Solucidn:
En la ilustracion:
B=40; B =20;VS=18;SO=x; VO =h1; SO =hy; r=0P
Tendremos:
1 1 1
cherpo = §T[l"2h1 - §T[I‘2h2 = §T[I‘2(h1 - hz)
1
= 18§1Tr2 =9721 =>r=9V2
\
h, x+ 18 2taga N2 x+18
= tag2a = - = =
r 92| 1 — tag?a X {__ 162
1 20=— = —— 2
(1tag2a ™ " ) (x+18)
18+v/2x

(x+18)? = (x+ 18)%? —162

2 _ =
= 9V2[(x + 18)2 — 162] 18
=2x(x+18) = x2=162 = x=r= 92

Por ultimo, en (1):

N2
tag2qa =——==1 = 2a =45° = B=90; B’ =45°
N2

Octubre 19: Los radios de las bases de un tronco de cono estan en razon 1:3. La

generatriz del tronco mide 20 y esta inclinada 60° respecto de la base. Calcular el
volumen del tronco de cono.

Solucidn:
S
60° En la figura:
A
AB=20;SO=H;SQ=h; " =SO-5SQ; R=3r
1 !
Vironco = §h [Bl + B, + vV BlBZ]
60° 1
o) R B =§T[hl(l'2+R2+I‘R)
SO S SO-S h’
tag60=\/§=—=—Q= Q= = h'=(R-r)V3
R r R—r R—-r
, = 10V3
. V3 SO SQ SO-SQ h W = 1073
= = —-—="— = — = =
sl 2 SB SA SB—SA 20 )

=2rv3 = r=5
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Y, por ultimo:

10V3 32503
1T(52+152+5-15)=T1T

Octubre 21: Un triangulo isésceles AABC, con AB=BC=by Z/C= /A =72°gira en torno
a uno de los lados iguales. Calcular el volumen del cuerpo de revolucién.

1
Vironco = §1Th’(r2 +R? +rR) = 3

Solucidn:

El sélido de revoluciéon son dos conos de
radio de la base r=CM y alturas h1 =BM y h;
=AM con h1 + h, = b. P es el punto medio de

AC
Tendremos:
1 1
V =—-mr?(h; + h,) = =mr?b
3 3
En AABC tenemos:
in72 BP _BP BP =b-sin72
= — — .
sin B b sin
AP AP
cos72=—=— =>AP=Db:cos72 = AC = 2b - cos72
AB b
1 1
= —AC - BP = =2bcos72 - bsin72
A _ 2 2
AABC — 1 1
—EABCM—EbI’
De donde:

1 1
Eb ‘T = 52bc0572 -bsin72 = r=b>b-2sin72-cos72 =b-sinl144
Y, por ultimo:

1 1 1
V= §T[I‘2(h1 +h,) = §T[I‘2b = §‘l‘[b3 - sin®144

Octubre 23-24: Demostrar:

T b
Si0<x<§ytgx=5 = a-cos2x+b-sin2x = a

Solucidn:
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a - cos2x + b - sin2x
= a(cos?x — sin?x) + 2bsinxcosx

3 a? b?
Va2 + b2 _aa2+b2 aZ + b2

° + 2b—m b
Vva? + b2+/a?2 4+ b2
X | a3 — ab? 2ab? a® + ab?
B a C =az+b2+a2+b2=a2+b2=a

Octubre 26: El dngulo en el vértice de la seccidn axial de un cono es de 60°. Calcular el
angulo central del desarrollo de la superficie lateral

Solucidn:

21Ir

Hay que calcular el dngulo ¢. Tenemos que el area lateral del cono es nrg. Por otra parte
podemos calcular el drea lateral recurriendo a una regla de tres (entre las magnitudes
areay angulo)

drea —— dangulo 2
T
ng? —— 360° { = ALzs,ng)
A, —— ¢
Con ello:
_mgd o or_ ¢
™8 =360 ¢ 360

Pero en el triangulo AAVO

Con lo que:
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L_r_¢ 180

—_= - = = = o

2 g 360 ¢
Octubre 27-28: Un sector circular de 12 cm de radio y dngulo central de 45° gira en torno
de uno de sus radios exteriores. Calcular el area y volumen del cuerpo de revolucién

engendrado

Solucidn:

A

N/:R El sélido esta formado por un cono de vértice el

centro de la esfera y un casquete esférico del
mismo radio (MN) que la base del cono.
45 NM=r;,ON=R=0A=12; AM=h,OM=H

0

En ANMO, temenos:
MN
tagd5=1=— => MN=OM=H-=r

oM
MN 122
sin45=E = r=MN=12-sin45=T=6«/§

h=AM=A0—OM =12 — 6v2 = 6(2 — V2)
Con ello:

1

1
Vcono=§1Tr2H=§1T62-2-6-\/§=n-122-\/§

hZ
Veasquete =%(3R—h) =g-62-(2 —V2)" - (36 — 12+ 6v2) = 122 - - (8 — 5V2)
Vp=24%-1- (2-+v2)
2
Ajateral cono = Trg =1+ 12 - g -12 = 721‘[\/§
Acasquete = 2MRh = 21-12-6- (2 - \/E) = 14-4-1'[(2 - \/E)

Ap = 72mV2 + 1441(2 — V2) = 72n(4 —V/2)
Octubre 29-30:

A

Un sector circular de 12 cm de radio y angulo en el vértice 120°
gira alrededor de un eje que forma 45° con un radio del sector.
Hallar el volumen del cuerpo de revoluciéon formado
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Solucidn:

En la figura:
R=12; h=0P + 0Q.

oP V2
cos45=E =>0P=12-7=6\/§

Q V6 ++/2

0
c0515=E:’ 0Q=12- 2

=3(V6 +v2)

h =0P+0Q = 6vV2 + 3V6 + 32
=9v2 +3vV6

2 2
~mR?h = §11122(9\/2 +3v6) = 2881(3v2 +V6)

Vsector esférico = 3

Octubre 31: Al enrollar un sector circular de centro By arco AC con £/B=30°y cuerda del

arco AC = 2018, formamos un cono. Hallar su volumen.

B
30°
g g
g
C

A

Solucidn:

_ V6 —v2 1009 1009
sinl5 = = = g=—
4 g sin15

Utilizando la relacidn directa entre las magnitudes longitud de la circunferencia de radio g

y el angulo central tendremos:

lor;itud - - angul§6c0entral _ 2mg-30 mg g g
Ag - — ::»AC——360 =% :>2T[I'—?:>I‘—E
AC —— 30

1009 _ 5—— _ |1009? 10092
= 12515~ N TVE TS IGeiE T 127 sin?is
1009143
- sinl5 12
1 1 1009 \* 1009143
V=gmriH= §“(12gin15> ‘sinis 1z~ 4293759404



