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SOLUCIONES NOVIEMBRE 2018

Autor: Ricard Peird i Estruch. IES “Abastos”. Valéncia

Noviembre 1-2:

Un cono tiene inscrita una esfera. Si el volumen de la esfera es la mitad
del volumen del cono, calculad la proporcién entre el radio del cono y
la generatriz del cono.

Solucién: Sea AB = 2R diametro de la base del cono.

Sea O centro de la base del cono.
Sea AC =BC = g generatriz del cono.

La esfera es tangente al cono, entonces el radio de la esfera es el radio de la
A
circunferencia inscrita al triangulo isésceles ABC .

Sea PO =r radio de la esfera.

A
El area del triangulo ABC es:

V2AR+Q)2g-R)2R2R _2(R+Q)
4 2

ABC —

g-R

Entonces, r =R

R+g

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo AOC :

OoC =.g®> -R?.

El volumen del cono es:

= —nsz/

Vesfera - 3 g R
R+g \/ g

El volumen de la esfera es la mitad del volumen del cono, entonces:

v —nszl

con

Vesfera 3 g R
R+g g

El volumen de la esfera es:

Simplificando:




9R? —6gR + g =0. Dividiendo la expresién por g°:

2
9(5j —65+1= 0. Resolviendo la ecuacién:
g g
R_1
g 3
En este caso, g=3R, OC = 2R+/2, r:gR.

Noviembre 3-4:

Solucidn:

Noviembre 5-6:

T
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En un cuadrado de lado ¢ se han dibujado dos arcos
(semicircunferencias) de didmetro el lado de un
cuadrado. Calculad el area de la region generada por los
dos arcos.
P
El drea sombreada es, obviamente, igual en mitad
' ] ” del area del cuadrado.

Sea el rectdngulo ABCD de drea 32 cm?.
Sean Fy G los puntos medios de los lados
AB Yy BC, respectivamente. Sea H el punto
medio del segmento AG. Determinar el
area de la regién FHBD
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Solucidn: SeaS el area del rectangulo ABCD.

1 A D
Sgcp = Seap = Sasc = ES-
1 1
Seap ==S ==S.
FAD 2 BAD 4 =
- A
FH es la paralela mediana del tridngulo ABG .
1 1
Sasc ZESABC:ZS' B G C
1 1
S ==—S =—8S.
AFH 4 ABG 16
A A

Los tridngulos rectangulos AFH , BFH son iguales ya que tienen los catetos iguales.

1
Sgrn = Sarn = ES .

1. 1. 1 3
Serep =S — (Saep + Seap + Sern)=S—| =S+=S+-—S|=—5
FHBD ( BCD FAD BFH) (2 4 16 j 16

Entonces,

3 3 2
S =—S8S=—32=6cm".
FHBD 16 16

Noviembre 7-8:

En cada uno de los vértices de un tetraedro regular de
arista 3 se ha cortado una piramide tal que la seccién
formada es un tridngulo equildtero. Las cuatro
pirdmides obtenidas tienen dimensiones distintas.
Calcular la longitud total de todas las aristas del sélido
truncado.

Solucidn: Las piramides cortadas son tetraedros regulares de aristas a, b, c, d.
El tetraedro truncado formado tiene 18 aristas:

Tres de longitud a, tres de longitud b, tres de longitud c, tres de longitud d, i seis de
longitudes, 3-(a+b), 3-(a+c), 3-(a+d), 3-(b+c), 3—-(b+d), 3—(c+d),
respectivamente.

La suma de las longitudes de las aristas es:

Sy =3a+3b+3c+3d+3-(a+b)+3-(a+c)+3-(a+d)+3-(b+c)+3-(b+d)+3-(c+d)=12
Es decir, la suma de las longitudes de todas las aristas es igual a la suma de las aristas
del tetraedro inicial.



Noviembre 9-10:

Solucidén: La suma de los angulos de un poligono convexo de 8 lados es:

Sea ABCDEFGH un octégono equiangular.
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SiAB=1,BC=AH=3,CD=4,GH=5yFG = 2. Hallar las
medidas de los lados EF=xy DE=y

180°(8 —2) =1080° . Entonces, cada uno de los angulos del poligono mide:

1080°

=135°.

Los angulos exteriores de este poligono son todos iguales e iguales

a 459,

Las rectas BC, DE, FG, y AH forman el rectangulo
KLMN.

R:ﬁzg, CL-DL-22, GN - - 312
M=M= Y2
2
MN = K_L, entonces:
§+2+gx =g+3+2\/§. Resolviendo la ecuacion:
X=+2.
KN =m, entonces:
§+3+g =gx+y+2\/§. Resolviendo la ecuacion:

y=2+«/§.
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Noviembre 11-18:

En la figura, un semicirculo de radio 1 esta inscrito en
un cuadrado. El centro del semicirculo esta en una de
las diagonales del cuadrado. Determinar el area del
cuadrado

Solucién: Sea ABCD el cuadrado de lado AB =c.
Sea el semicirculo de didmetro PQ = 2 y centro O.

PQ es perpendiculara AC.

(@)

Sea T el punto de tangencia de la semicircunferencia y el lado CD.
OT =1, /CTO=90°. /TCO=45°.
Entones, CT=0T=1.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridangulo rectangulo OTC D B

OC=0Tv2=+2. : © Q

A
El triangulo AOP es rectdngulo i isésceles, entonces:

OA=0P=1 A
AC=1++2.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo isésceles ABC :

ct-AB° - 1aC" - vaf 222

El 4rea del cuadrado ABCD es:

, 3+242

Spscp =C° = 5



Solucién Henk Reuling (@HenkReuling)

1
V2
Noviembre 12-19:
A Y B
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Diagonal vertical del cuadrado

grande=1++/2

Diagonal horizontal del cuadrado
grande =v2(1 + a)

V2
1+vV2=+2(1+a) =a=—
Area del cuadrado grande
3+2V2
(1+a)?2 = ——

X El cuadrado ABCD de lado 90, esta dividido en tres
partes de igual area. Hallar la medida de los segmentos

CXyAY
C
Solucién: Sea CX = x y AY = y.
, g , A . A Y B
El area del triangulo rectangulo DCX es igual a la tercera parte del =

area del cuadrado ABCD:

0x
2

1 . .,
= 5902 . Resolviendo la ecuacion:

X =60.
BX =90 — 60 = 30

La recta DXy la recta AB se cortan en el punto P.

A A
Los tridngulos rectangulos DCX, PBX son semejantes.
Aplicando el teorema de Thales:

PB 90 . .
— = 0" Resolviendo la ecuacion:

30
BP =45
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PY =135 -y.

A A
Los tridngulos rectangulos PYQ , PBX son semejantes. Aplicando el teorema de Thales:

QY 30

=— (1)
1355 -y 45

El rea del trapecio ADQY es igual a la tercera parte del drea del cuadrado ABCD:

90 + QY 1.5
2T y==090 2
> V=3 (2)

Consideremos el sistema formado por las expresiones (1) (2):

QY _3
1355—_y 4 Resolviendo el sistema:
0-QY _ 2700

QY =305
y =135 — 455 ~ 34.38

Solucidn Ignacio Larrosa (@ilarrosac): En esta solucidon el lado del cuadrado mide 1

1
3
1 14(1-2
| g 3=VE_ 1
Y= 2 —‘Pz
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Noviembre 13-14:

En la figura AABC es un tridngulo equildtero
circunscrito en un circulo de radio 1. Una
circunferencia esta circunscrita al rectdngulo
ABDE. Calcular el diametro de la circunferencia

A
Solucidn: Sea O el centro de la circunferencia inscrita en el tridngulo equilatero ABC .
Sean My T los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita y los lados

AB , BC , respectivamente.

- E C
OM =0T =1, ZOCT = 30°.
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo OTC :
OC=2,CT=43.
BC=CM=0OM+OC=3, AB = 2CT = 2/3. ©

El diametro de la circunferencia circunscrita al rectangulo ABDE es
igual a su diagonal. A M

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo ABD :
—2 —2 —2 2 2
AD° =AB” +BD = (2v3) +3% =21.
AD=4/21.

Noviembre 15-22:

D 0 C

El cuadrado ABCD tiene lado a. El triangulo AAPQ es
equiladtero. Calcular el lado del tridngulo AAPQ vy
demostrar que la suma de areas de los tridngulos AABP
y AADQ es igual al area del triangulo ACQP

A B

Solucién: a) Sea AP =PQ =AQ =c. /BAP=/DAQ=15°.

A
Aplicando razones trigonométricas al triangulo rectangulo ABP :

coslS°=§. c= (\/E—Ji)a.

A
Aplicando razones trigonométricas al triangulo rectangulo ABP :

%:'@150_ ﬁ:(Z—\/g)a. E:a—ﬁz(\@—l)a.
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Spco =%%2 :%(\/5—1)2612 ~[2-V3)a2.

Entonces, S,gp +Sapg = Spco-

Noviembre 16-17:

D

En un tetraedro regular de arista a, calcular el drea de la
seccion determinada por un plano que contiene el punto de
interseccion de las alturas del tetraedro y es paralelo a una
de sus caras

Solucién: Sea DO = AG la altura del tetraedro regular ABCD de arista a.
Sea H la interseccién de las dos alturas.

Sea M el punto medio de la arista BC.

I/&M i

YV/W,
{4

A

.727/
-
L

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo AOH :

2 2
J6 , (/3 . L
?a—x =X+ ?a . Resolviendo la ecuacion:
x=¥6, an-Y6,
12 4

A A
Los tridngulos equilateros PQR, BCD son homotéticos con centro de homotecia A y
. AH
razon —.
AG
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3l %

—a
Las areas de los dos tridngulos son proporcionales al cuadrado de la razén de homotecia.

—\2
Seor _|AH| _ 9
Seco | AG 16

s _9¢ _94V3:_ 93
PR 716 8P 16 4 64

Noviembre 20-21:

Determinar el radio de la esfera inscrita en una
piramide regular cuadrangular si el volumen de
la pirdmide es V y el angulo entre dos cares
laterales opuestas es o

Solucidn: Sea la piramide cuadrangular regular ABCDS de base el cuadrado ABCD de
lado AB =a yaltura OS =h.
El volumen de la piramide es:

Vzlazh.
3

Sea M el punto medio de la arista BC.

Sea N el punto medio de la arista AD .
o= /MSN.
Aplicando razones trigonométricas al triangulo rectangulo

A
MOS :
o
a=2h-tg—.
93
2
v=2{on1g%] n.
3 2
= 3V
atg®
95

Sea | el centro de la esfera.
Sea Ol =r elradio de la esfera.

Z/SMN = 900—%.
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/IMO =450-2%
4

A
Aplicando razones trigonométricas al triangulo rectangulo IOM :

a o
r=21g 450- % |.
2 g( 4]

1 o o
r=—tg| 45°-— -31{6V-t —.
2 g[ 4} g2

Noviembre 23-30:

C

En el tridngulo AABC se han dibujado las
medianas BD y CE que se intersectan en G.
Demostrar que el tridngulo ABCG vy el
cuadrilatero AEGD tienen la misma area

A E

Solucidn: Sea la mediana AF .
Dos triangulos que tienen la misma altura tienen las areas proporcionales a las bases.

Aplicando la propiedad del baricentro:

o C
AG:GF=2:1.
Sacc=2Sgec -
F
Seee =2 Serc- D
Sape = Soce - G
Entonces, S, pg = Sgrc -
A E
Aplicando la propiedad del baricentro:
CG:GE =2:1.
Sacc=2"Shce-

Entonces, S,ge = Sgrc-
Por tantO, SBCG = SADG + SAGE = SADGE'

Noviembre 24-25:

En lafigura hay dibujados dos cuadrados y tres
triangulos equilateros de lados c¢. Con sus
centros se ha dibujado un pentdgono.
Determinar su area, su perimetro y los
angulos de las aristas adjuntas.
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Solucién: Sea ABCDE el pentagono. AE es la mediatriz del lado OP . DE es la mediatriz
del lado OQ.

_AM-AL=S.
2

2|
<

A
Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectangulo OKP :

J3

=—cC.
2

R
A

Aplicando la propiedad del baricentro al tridngulo equilatero

A
OPQ:

— 1— 3

KE=ME =EN=-0K =Y"¢.
3 6

a) El perimetro del poligono ABCDE es:
P rscoe =4-N_+6-M_E=(2+\/§)c.
b) El drea del cuadrilatero OMEN es:

1 143 ,
c™.

Somen = §SOPQ = 3 a4

El area del poligono ABCDE es:

1 143
Pascoe =2 Satom + 3 Somen = Z'Zcz +3[§TC2] :[

2+\/§ch.

4
c)
ZOME = ZONE =90°, /NOM=60°.
ZMEN = 360°—(2- ZOME + Z/NOM)=120°.
Los dngulos del poligono ABCDE son: A=C=90°, B=D=E=120°.
Noviembre 26-27:

Los cuadrados de la figura son iguales
y de lado 1. En el de la izquierda hay

r Y 4 circulos iguales tangentes entre

>

ellos y tangentes al cuadrado. En el
de la derecha hay dos circulos que
pasan por el centro del cuadrado y
son tangentes a él y otros dos que
son tangentes a ellos y al cuadrado.
¢Cuadl de los dos cuadrados tiene mas
area sombreada?

Solucidn: El radio de las circunferencias de la figura de la izquierda es: a = e

El drea de la zona sombreada de la izquierda es:
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2
S, = 4(7{1} J = ~0.785398 .
4 4

Sea ABCD el cuadrado de la figura de la derecha.
Sean Py Q los centros de las circunferencias que pasan por el centro O del cuadrado.

Sear el radio de las dos circunferencias. Por el centro P trazamos

una recta paralelaallado AB . Por el centro Q trazamos una recta
paralela al lado AD . Las dos rectas se intersectan en el punto K.

A - - -
En el tridngulo rectdngulo PKQ: PQ=2r, PK =QK =1-2r.

A
Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo PKQ :

242
=

2r = (1-2r)v/2 . Resolviendo la ecuacién: r =

Sea J el centro de la circunferencia pequefa y s su radio.

K]:sﬁ,ﬁ:%.

A
Consideremos el triangulo rectangulo JOP :

— 2

J=7—s\/§,O_P=r,J_P=r+s.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo JOP :

\/E—s\/EJ +r2.

(r+S)2 2(7

Simplificando:
s? +(—4+\/§)S+1=0.
2

Resolviendo la ecuacion:

s_4-V2-2J4-2)2
> .
El area de la zona sombreada de la derecha es:

2 2
Sy=2 Tc(z_ﬁ] +2 n(4—\/5_2 4_2‘/5] ~0.817424 .

2 2
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Noviembre 28-29:

S

Sea el tetraedro ABCS tal que AS = 120, LASB = 45° y
Z/BSC = 60°.

Calcular la medida del angulo diédrico que forma la
arista AS

B

Solucién: Consideremos el plano que pasa por el
punto A y es perpendicular a la arista AS .Este
plano corta las rectas SB, SC que forman las
aristas en los puntos P y Q, respectivamente.

El angulo diédrico que forma la arista AS es igual
al angulo ZPAQ. Los tridngulos rectangulos

A A
isdsceles PAS , QAS son iguales.
PA = QA = AS =120°.
SP=SQ=120/2.

A
El triangulo PSQ es isdsceles y, ademds, ZPSQ =
60°, por tanto, es equilatero, por tanto,

PQ=SP=SQ=120V2.
—2 —2 —2
PQ =AP +AQ .

Aplicando el teorema inverso de Pitagoras, Z/PAQ=90°.



