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Autor: Colectivo “Concurso de Primavera”. Comunidad de Madrid
Seleccidn del XIX Concurso de Primavera de 2015
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4x+8
x—4

?

Febrero 1: ¢ Cuantos puntos (x, y) con coordenadas enteras tiene la curva y =

Solucién: Tenemos:

4x+8_4+ 24
X—4 X —4

y=

Para que y sea entero debe cumplirse que x — 4 sea divisor de 24. Como los divisores de 24
son: +1, +2, +3, +4, £6, £8, +12 y £24, tenemos que existen 16 coordenadas enteras en la
grafica de la curva proporcionada.

Febrero 2-3: Un club de montafia organiza en cuatro sabados consecutivos cuatro
excursiones teniendo todas la misma tasa de participacion, el 80% de los miembros del
club. écudl es el menor porcentaje posible de socios que participaron en todas las
excursiones?

Solucién: Supongamos que el club tiene 100 socios. Como buscamos el porcentaje mas bajo
posible, hacemos que os participantes repitan lo menos posible. El primer dia van 80, el
segundo repiten 60 (y los otros 20 que no fueron el primer dia), el tercero repiten 40 (mas
40 de los que han faltado algun dia) y el cuarto repiten 20. Asi que el menor porcentaje de
socios que han participado en las 4 excursiones es del 20%

Febrero 4: ¢{Hay alguna coleccidon de naturales consecutivos tal que la proporcion de
numeros impares en ella sea de 9/207?

Solucidn: Si la coleccidn tiene un numero par de naturales consecutivos hay tantos pares
como impares, luego en este caso la proporcién de impares es % > 9/20. Si la coleccidn
tiene un nimero impar, 2n+1, de naturales consecutivos, el nimero de impares es n+1 (si
la coleccidon empieza por impar) o n (si la coleccién empieza por par). Si hay n+1 impares la

L n+1 ; . .
proporcion es: ——— que en mayor que % que, a su vez, es mayor que 9/20. Si hay nimpares
y exigimos que haya una proporcién de 9/20 tenemos

1 ? 2n=18n+9
= — =
2n+1_ 20 h=1ten

La ultima igualdad puede leerse par = impar (par + impar), que es un absurdo. Luego no hay

ninguna coleccidn de naturales consecutivos con proporcioén de impares 9/20

Febrero 5-6:
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D C
G En un cuadrado ABCD, Ey F son los puntos medios
de los lados AB y AD respectivamente. Se toma el
E punto G de CF de tal modo que 3-CG = 2-GF. Si el
lado del cuadrado es 2, écudl es el area del
triangulo ABEG?
A -
E B
Solucidn:
D. H C Trazamos por G la perpendicular GH al lado DC.

Entonces, obviamente, AFDC =~ AGHC (pues estan
en posicion de Tales). De aqui:

1 5 GH — 2
GH 2 ~ 5
1 Y la altura del AGEB por G es:
2 8
A -
2——==
1 5 5
Por ultimo:

8
base - altura 1- T 4
Apgge = ) = 2 g

Febrero 7: Hallar el nimero natural n tal que la suma de todos los naturales menores o
iguales a n da un niumero de tres cifras iguales.

Solucidn: La suma de los n primeros naturales es @ que debe ser 111-k. De aqui

tendremos:
n-(n+1)=k-111-2=2-3-37-k

De aqui obtenemos que al ser ny (n+1) naturales consecutivos uno debe ser multiplo de 6
y el otro multiplo de 37. Solo es posible n = 36 y n+1 = 37. (La suma de los 36 primeros
naturales es 666).

Febrero 8-9: La suma de dos naturales, no necesariamente distintos, es veintiséis. Si
anadimos otros dos, la suma pasa a ser cuarenta y unoy, si finalmente, anadimos otros dos
a los cuatro existentes, la suma pasa a ser cincuenta y siete. ¢ Cual es el minimo nimero de
naturales pares que hay entre esos seis naturales?

Solucidn: Sia y b son los dos naturales iniciales, tenemos que a + b = 26, estos dos niumeros
podrian ser los dos impares. Comoa + b+ c+d =41, tenemos que c + d = 15, de estos dos
uno ha deser paryelotroimpar.Comoa+b+c+d+e+f=57debesere+f=16ytambién
pueden ser los dos impares. Por tanto, de entre los seis, al menos uno, debe ser par.
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Febrero 10: Al sumar los naturales de 1 a n, ha habido uno que, por error, hemos sumado
dos veces. Si la suma obtenida ha sido 857, écudl es el nUmero que hemos repetido?

Solucidn: Si k (< n) es el natural repetido en la suma debe cumplirse:

n(n+ 1)

T+k=857 = nn+1)+2k=1714 = n?+n—-1714+2k=0 = n
_ —14+6857 - 8k
B 2

Como n debe ser natural despreciamos la solucién negativa. Como V6857 = 82,80 ... y
V6857 — 8k debe ser impar (para que al restarle 1 sea divisible por 2 y asi n sea natural)
(*), el valor mayor que puede tomar el discriminante de la ecuacién de segundo grado es
812. Con esto:

6857 — 812 B

6857 —8k =81 = ————=k=37yn=

-1+81
5 =

Y se cumple n > k.

Son posibles otros valores para el discriminante de la ecuacidon de segundo grado. De
hecho, todos los cuadrados de impares menores o iguales a 81, proporcionan valores
enteros para ny k pero sélo 81 proporciona valores a ny k que cumplen n > k. Por ejemplo,
el valor 792 del discriminante proporciona

6857 — 792 -1+79
6857 — 8k =79% = T=k=77yn=T= 39 k=77
Febrero 11-12:
L
M La circunferencia de la figura es tangente a
NR en N. Las cuerdas LN y LM tienen la
B misma longitud. Hallar 33 - a
a
N R
Solucién:

Al ser LM = LN, si O es el centro de la
circunferencia, resulta que los triangulos
AOLN y AOLM son iguales. Por otra parte
Z0ONA = 90°, por lo que ZONL =90°-
=/0LN y ZNLM = 2:(90°-B) = 180° — 23.
Asi pues, los tres dngulos del tridangulo
ALNR miden 180° — 2f3, 180° — B y a. Por
tanto:
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360° - 3B + 0 = 180° = 3B -0 = 180°

Solucién de Ignacio Larrosa (@ilarrosac):

180°-28

A N

En primer lugar ZLMN = ZLNA = ZLMN = (*)

En segundo lugar ALNM es isésceles (pues LN =LM) = ZLNM = (**)

De (*) ZNMR = 180° — . De (**) ZMNR = 180° — 2.

Por ultimo, en ANMR la suma de los tres angulos de un tridngulo da 180°
180°=180°-p3 +180°-2B +a = 3 —a =180°

Febrero 13: {Cudntas listas de ceros y unos, de longitud 20, tienen todos los ceros
consecutivos o todos los unos consecutivos o ambas cosas a la vez?

Solucién: Tenemos:
Listas de 20 ceros = una Unica lista
Listas de 19 ceros y un uno = 20 listas (el 1 en cualquiera de las 20 posiciones posibles)

Listas de 18 ceros y dos unos = (19 + 1 =) 20 listas (los unos juntos en cualesquiera de las
19 posiciones posibles mas los unos separados y entre ellos los ceros juntos)

Listas de 17 ceros y tres unos = (18 + 2 =) 20 listas

Listas de 2 ceros y 18 unos = (1 + 19=) 20 listas
Listas de 1 cero y 19 unos = 20 listas

Listas de 20 unos = una unica lista.

En total (1 + 19-20+ 1 =) 382 listas

Febrero 14-15: Lanzamos un dado no cargado con las caras numeradas desde el uno al seis,

tres veces consecutivas y resulta que el resultado del tercer lanzamiento coincide con la
suma de resultados del primer y segundo lanzamiento. ¢Cudl es la probabilidad de que el
numero dos no haya aparecido en ninguno de los tres lanzamientos?
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Solucidn: Hay 15 casos en los que el tercer lanzamiento coincide con la suma del primery
segundo lanzamiento: (1, 1, 2); (1, 2, 3); (2, 1, 3); (1, 3,4); (3,1, 4); (2, 2, 4); (2, 3, 5); (3, 2,
5);(1,4,5);(4,1,5);(2,4,6); (4,2,6);(1,5,6), (5, 1, 6); (3, 3, 6).

En siete de ellos no aparece el 2, luego la probabilidad pedida es 7/15

Febrero 16:

E

Calcular el area del hexagono regular, siendo
d un arco de circunferencia de centro A(0O, 0)

H(7, 1)

A0, 0)

Solucién: Tenemos:

AC =d(A,C) =d(AH) =472+ 12 =+/50

Si x es el lado del hexagono regular, tenemos al aplicar el teorema de los cosenos al
triangulo AABC:

AC? = AB?+BC?—-2-AB-BC-cosB = 50 = x? + x? — 2x%c0s(120°) = 3x? = x

_ 50_5 2
03 3
50
x%/3 ?\/§

ABCDEF 4 4 \[_

De aqui:

Febrero 17: Hallar el punto de la recta y = 5x + 18 cuya distancia al punto (12, 10) es minima.
Solucién:

En primer lugar (12, 10) no
estd en la recta y = 5x + 18,
pues:

10#5-12+18=78

Calculemos larecta L ay = 5x
+ 18 que pasa por (12, 10). Sea
A(12, 10) y =m x + n la recta buscada,

entonces:

(m'=5m-m'=-1 =m=-c

Obligando a que la recta pase por A(12, 10):
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10 ! 12 + oz
= ——- = = —
5 = nEy
El punto de corte de las dos rectas es:
Y=5i<+122 5x + 18 ! +62 14 104
= =——= — > X=—— y=—
y=—§X+? X 5X 5 X 13 y 13

La distancia buscada es:

142 1642 28900 1156 34426
d(A,B) = (12+—> +(10——) = + = ~ 13,33 .....

13 13 169 169 13
Febrero 18: La suma de dieciocho naturales consecutivos es un cuadrado perfecto, ¢cual
es el menor valor posible para esta suma?

Solucidon: Seana—-8,a—7,a—6,...,a,a+1,a+ 2, ....,a+ 9 los dieciocho naturales
consecutivos (a > 8). Su suma vale: 18-a + 9 = 9(2-a + 1) que segun el enunciado es un
cuadrado perfecto. Como 9 lo es, también debe serlo (2:a + 1) y como a > 8, el menor
cuadrado posible es 25 (= 2:12 + 1). Luego el menor valor posible buscado es 9:25 = 225.

(Los dieciocho naturales consecutivos son: (a=12)4,5,6,7, 8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19, 20, 21)

Febrero 19: ¢ Para cuantos numeros reales x se verifica que
/120 —x

Solucién: Buscamos los valores de x que hacen que 120 — /X sea un cuadrado perfecto

es un numero entero?

(menores que 120, naturalmente). Como hay 11 cuadrados perfectos menores que 120 (O,
1,4,9,.....,100) hay 11 valore de x que hacen que

/120—&

sea un entero. Estos 11 valores de x son:

120 —V/x =0 = x =1202 = 14400
120 —vVx =1 = x =119 = 14161
120 —vVx =4 = x =116% = 13456
120—Vx =9 = x=1112 =12321

120 —Vx =16 > x =104% = 10816
120 —v/x =25 = x =952 =9025
120 —v/x =36 = x = 84% =7056
120 —v/x =49 = x =712 =5041
120 —v/x =64 = x =56%=3136
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120 —vV/x =81 = x =392 = 1521
120 —v/x =100 = x =202 = 400

Febrero 20-21: ¢ Cuantos numeros N de cuatro cifras verifican que al borrar en N la cifra de
las unidades de millar se obtiene otro nimero de tres cifras que es un noveno de N?

Solucién: Si N = abcd, el enunciado dice:

1 -
bcd = §abcd & 9-bcd =abcd & 9(100b+ 10c+d) = 1000a + 100b + 10c +d

Y simplificando:
100b+ 10c +d = 125a

Asi pues, la cifra a podra tomar los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7dando lugar a siete numeros

diferentes.
Febrero 22: Si cos x =0, hallar el menor dangulo z tal que cos (x +z) =0

Solucién: Tenemos:
T
cosx =0 @X=ik§ (keN) = sinx = +1

0 = cos(x + z) = cosx - cosz — sinx - sinz = —sinx - sinz = Fsinz

Luego no existe un menor angulo z que cumpla el enunciado

Febrero 23-24:

En el tridngulo isésceles de la figura el lado
desigual es 12 y estd dividido en cuatro
poligonos de igual drea por segmentos
perpendiculares al lado desigual. Hallar el
valor de x

Solucidn:

Los triangulos AAPQ y AATC son semejantes
pues estan en posicion de Tales y puesto que el
area de uno es el doble de la del otro la razén
de proporcionalidad de las areas es 2, por lo

que la razén de semejanza de longitudes es /2.
Asi que:
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Febrero 25: Por Xy designamos al numero de dos cifras que tiene x decenas e y unidades.

¢Cuéntos nimeros ab verifican
3 -ab < ba?
Solucidn: Lo exigido por el enunciado es equivalente a
3(10)a+b)<10b+a & 30a+3b<10b+a & 29a<7b

Como 29-a < 7-9 =63, debe cumplirse:
<63 2,17 1 2
— = e = a= =
a 29 , a oa
Sia=1
29
29 <7b =>7<b = 41...<b = be{56,7,8,9}
Sia=2
58
58 < 7b =>7<b = 8,28...<b = be{9}

Los numeros buscados son: 15, 16, 17, 18, 19 y 29. En total seis numeros.

Febrero 26-27:

D C

En el trapecio ABCD de bases ABy CD, E es el
punto medio de BCy F es el punto medio de AD.
Si el drea del cuadrildtero ABEF es el doble del
area del cuadrilatero FECD, hallar el cociente

A B AB/DC
Solucién:
D X C En la figura tendremos, que los cuadrilateros
ABEF y FECD son trapecios en donde
h X+
y
F E FE = >
h Asi pues:
A B y+x+y Xty
y 2 _.h=2. 2_.h
2 2
De donde:
y AB
=5x = ==—=5
y X x DC

Febrero 28: Los naturales a, b y c verifican que a-b-c=240; a-c+b=46 y a+b-c=64; i cual es el
valor de a+b+c?

Solucién Ignacio Larrosa (@ilarrosac): Tendremos:
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abc = 240 abc = 240
L — acb + b% = 46b b2—46b+240=0} b = 40, b=26
ac+b=46¢ b = 7, = L _ _
_ 2 _ a—64a+240=0 a= 60, a=4
a+bc=64 — a“ + acb = 64a
-a
Y por ultimo:
a| bl c
1
40 60| — | no
10
3
40| 4 | — | no
2
2
6 |60 — | no
3
6| 4 |10 | si




