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Coleccion para preparar la Olimpiada de Matematicas de Secundaria (FESPM) de segundo

ciclo de la E.S.0. en 2002 (Autor: José Coldn Lacalle. Profesor jubilado)

Abril 1-2:
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Solucidn:
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Una servilleta de 15 cm de lado tiene dibujados
cuatro circulos iguales y tangentes entre si y
tangentes a los lados. Si al azar, un mondadientes cae
de punta sobre ella, écudl es la probabilidad de que
caiga sobre algun circulo?

De la figura tenemos:

d = \/4r2 + 4r2 = 2r\/2

15
15=2r+d=2r(vV2+1) = r=——m—
( ) 2(vV2 +1)
. , 15%m
Area circulos = 4mr2 = ———
3+2V2
1527
Tt
Probabilidad = 3+ 2Y2 _ ~ 0,5390

152 34242

Abril 3-4: Alrededor de una plaza existen casas. Laia y Aitana dan una vuelta a la plaza en

el mismo sentido y cuentan las casas. Como no comienzan a contar en la misma casa, la

quinta casa de Laia es la décimo segunda de Aitanay la quinta casa de Aitana es la trigésima

de Laia. ¢ Cuantas casas existen alrededor de la plaza?

Solucidn:
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Sea x el nimero de casas de la

x-11 plaza. Tenemos el siguiente

diagrama de la izquierda. De él:
x—11+54+x—-30+4=x
Es decir, x =32

Abril 5-6: Tres alumnos resuelven cada uno de ellos exactamente sesenta problemas de
una lista de cien. Todos los problemas fueron resueltos por al menos uno de los tres.
Diremos que un problema es facil si los tres lo resuelven y que es dificil si sélo uno de los
tres lo resuelve. Si d es la cantidad de problemas dificiles y f la de faciles, hallar d — f

Solucidn:

Utilizamos el siguiente
A D diagrama de Venn. Los
E M cuadrildteros ABCD, EFGH vy
I oL JKL representan los

problemas resueltos por cada

J *K uno de los alumnos. La zona

B C de color naranja serd los
problemas considerados
dificiles (de 4area d) (los
problemas resueltos
Unicamente por un alumno).

La zona de color azul serd los problemas considerados semidificiles (de area s) (los
problemas resueltos exactamente por dos alumnos). Y la zona verde sera los problemas
faciles (de area f) (los resueltos por los tres alumnos). Tendremos:

f+d+s=100 }
2s+d+3f=60-3

Restando la primera ecuacidn a la segunda, tenemos

f+d+s=100}
s+ 2f=80

Y restando a la segunda ecuacién la primera: d — f = 20

Abril 7-14: Laia va todos los dias al trabajo en bicicleta por un camino paralelo a la via del
tren. Lleva una velocidad de 6 km/h y todos los dias coincide en un cruce con un tren que
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lleva su sentido. Cierto dia se retrasé 50 minutos con lo que el tren la alcanzé a seis km del
cruce. Calcular el tiempo que tarda el tren en llegar al cruce después de sobrepasar a Laia

Solucion de Petar P, en aquellos tiempos alumna de tercero de E.S.O. en el IES
“Almadraba” de Tarifa (Cadiz): Cuando el tren llega a 6 km antes del cruce, lo podemos

parar 50 minutos, para que asi Laia avance lo que se ha dormido. Asi en los 50 minutos
justos Laia va a estar 10 minutos (1 km) antes del cruce. Pongamos otra vez en marcha el
tren que la alcanza en el cruce en esos 10 minutos.

Abril 8-15: Para obtener el orden de exposicidon de un trabajo a toda la clase se prepara una
bolsa con dos bolas negras y una bola blanca. Tres alumnos van sacando, por orden, una
bola que no devuelven, quien saque la bola blanca empieza. ¢ Quién tiene mas probabilidad
de empezar la exposicion?

Solucién: Tenemos:

P (gane el primero) = P (extraer bola blanca) = §

N =

P (gane el segundo) = P (el primero extraer bola negra y el segundo bola blanca) = 2 .

P (gane el tercero) = P (el primero extraer bola negra y el segundo bola blanca) = 2 . %

Luego el procedimiento es equitativo.

Abril 9-10: Ayer por la noche, mientras estudiaba, se fue la luz. Inmediatamente encendi
dos cirios y segui trabajando hasta que arreglaron la averia. Al dia siguiente quise averiguar
cuanto duré el apagoén, pero no sabia cuando empezd, ni cudndo termind. Solamente
recuerdo que el primer cirio duraba cinco horas y el segundo cuatro. ¢(Cuanto duré el
apagon si el primer cirio se habia quedado cuatro veces mas largo que el segundo?

Solucidn:

La funcién que da la altura del cirio

H después de t horas es:
v —H(S_t) v —H<4_t)
% 5 — 5 ) 4 — 4
----------------------- l; Cuando termina el apagoén la altura
de la Vs es cuatro veces la altura del
V V4
5 cirio Vs, es decir:

5—t 4 —t
Vi = 4V, = H(T>=4H(T> = (5-t)=5(4—1 = t=375h=3h45m

Abril 11-12: Una cuadrilla de pintores tenia que pintar dos paredes, una de doble superficie
que la otra. Toda la cuadrilla estuvo pintando la pared grande durante cuatro horas.
Después la mitad de la cuadrilla pinto en la pared pequefia y la otra mitad en la pared
grande durante otras cuatro horas. Al finalizar la jornada sdlo les quedd un poco por pintar
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de la pared pequefia, para la cual sélo fue necesario un pintor durante ocho horas.
¢Cuantas personas componen la cuadrilla?

Solucién: Sea x el nUumero de pintores de la cuadrilla, S1 (S2) la superficie de la pared grande
(pequefia). Tenemos: S1 =2-S; (*).
Por otra parte, la pared grande necesita x pintores durante 4 horas mas x/2 pintores

durante otras 4 horas, haciendo un total de 6x horas. La pared pequefia necesita x/2
pintores durante 4 horas mas 1 pintor durante 8 horas, haciendo un total de 2x + 8 horas.

Recordando (*), tenemos:
6x=2-(2x+8) > x=8
Abril 13-20:

Tenemos un triangulo equildtero AABC de lado 6 cm.
Inscribimos en él un nuevo triangulo equildtero ADEF
de modo que DE es perpendicular a AC, EF es
perpendicular a BCy FD es perpendicular a AB. Hallar
la longitud del lado del triangulo ADEF

A D B

Solucidn:

Los angulos en A, By C son de 60°. Por lo
tanto, el angulo en F (en AFDB) es de 30°y
el angulo en E (en ACEF) es de 30°. Por
tanto, ACEF y AFDB son iguales (EF = FD) y
son tridngulos 30°-60°-90°, de donde el
cateto pequefio es la mitad de Ia
hipotenusa. De aqui:

X+2x=3x=6 = x=2

Aplicando Pitagoras al ADFB, tenemos:

lado = /42 — 22 =12 = 2V/3

Abril 16-17: Un orador hablé durante sesenta minutos a un auditorio lleno. El 20% de la
audiencia oyé todo el discurso y el 10% se durmié durante todo el discurso. La mitad de los
oyentes restantes oy6 la tercera parte del discurso y la otra mitad de los oyentes restantes
oyo las dos terceras partes del discurso. éCual es el nimero promedio de minutos del
discurso que los miembros de la audiencia oyeron?

Solucién: Calcularemos la proporcion de sujetos de cada grupo y el tiempo que estuvieron
escuchando al orador cada grupo. Segun el enunciado:
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El 20% oyeron todo el discurso = p; = 0,2; t; = 60 m

El 10% se durmieron durante todo el discurso = p, =0,1; t, =0m

El 35% oyeron una tercera parte del discurso = p; = 0,35; t3 = G - 60 =) 20m

El 35% oyeron dos terceras partes del discurso = p, = 0,35; t, = G - 60 =) 40 m

Por lo tanto, la media resulta ser:
media=0,2-60+0,1-0+ 0,35:-20+ 0,35 - 40 = 33 minutos

Abril 18-19: Cuatro vasos, suficientemente grandes, contienen el mismo volumen de
liquido. El primer vaso contiene café solo y los otros tres sélo leche. Se vierte la cuarta parte
del contenido del primer vaso en el segundo. Se hace la mezcla homogénea vy, a
continuacién, se vierte la cuarta parte del contenido del segundo en el tercero. Se hace la
mezcla homogénea y se vierte la cuarta parte del contenido en el dltimo vaso. ¢Cual es la
razon entre los volumenes de café y leche en este cuarto vaso?

Solucién: Tomamos como unidad de volumen, el volumen de liquido de cada uno de los
cuatro vasos. Al hacer el trasvase entre el primer y el segundo vaso tenemos que el

5 . 1 .
volumen del segundo vaso pasa a ser de " siendo " de café y 1 de leche. Un cuarto de esta

, (1 1 1 , (1 1 .
mezcla contendra (Z ” =) T de caféy (Z' 1 =) Zde leche. Al trasvasar esta cantidad de
liguido al tercer vaso tendremos que el tercer vaso contendra un volumen de

2 . 1 , 5

(1 + i + % =) é unidades de volumen, de los cuales o es de caféy el resto (Z) de leche.
, (1 1 1 , 15 5

Un cuarto de esta mezcla contendra (—-— =) — de café y (—-— =) — de leche. Al
4 16 64 4 4 16

trasvasar esta cantidad de mezcla al cuarto vaso tendremos que el cuarto vaso contendra
5 1 85 1 . 5 21

un volumen de (1 +—+—= =) — de los cuales — son de café y (1 + = =) — son de
16 64 64 64 16 16

leche. Por tanto, la razén entre los volimenes de café y leche en este cuarto vaso es:

volumen de café 64 1

volumen de leche 21 ~ 84
16

Es decir, hay una parte de café por cada 84 partes de leche.

Abril 21-28: Un condenado quedara en libertad cuando alcance el final de una escalera de
100 escalones. Pero no puede avanzar a su antojo, puesto que esta obligado a subir un solo
escaléon cada dia de los meses impares y a bajar un escaldén cada dia de los meses pares.
Comienza el 1 de enero de 2001. {Qué dia quedara en libertad?

Solucion de Mohamed Blanca, en aquellos tiempos alumno de 4 ESO en el I.E.S. “Ausias
March” (Manises-Valéncia): Analicemos mes a mes el primer afio:




mes escalones | Total
Enero +31 +31
Febrero -28 3
Marzo +31 34
Abril -30 5
Mayo +31 35
Junio -30 5
Julio +31 36
Agosto -31 5
Septiembre +30 35
Octubre -31 4
Noviembre +30 34
Diciembre -31 3
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Y lo mismo ocurrird en cada afio no bisiesto, cada afio no bisiesto subird en total 3

escalones, alcanzando un maximo de 36 en julio. En los afios bisiestos subird un escaldn

menos totalizando 2 en total y alcanzando un maximo de 35 en julio. Por lo tanto

tendremos:

Periodo | Escalones | total
2001-2004 +11 11
2005-2008 +11 22
2009-2012 +11 33
2013-2016 +11 44
2017-2020 +11 55
2021-2024 +11 66

Analicemos con detalle que pasa en el Ultimo periodo, pues si en algun dia de ese periodo
se llega a tener 64 escalones puede (al aiadirse el maximo anual: 36) alcanzar el escalén

100

Ano | Escalones | Total
2021 +3 58
2022 +3 61
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2023 +3 64

Al afo siguiente, 2024, que es bisiesto no se alcanzan los 100 escalones pues en los afios
bisiestos el maximo que se alcanza es 35, con lo que se llegaria al escalén 99. Por lo tanto,
llegara al final de la escalera al siguiente afio al alcanzar por primera vez un total de 34. El
preso conseguird su libertad el 31 de marzo de 2025.

Abril 22-23: Si se escribe la edad de Laia y a continuacion la edad de Aitana se obtiene un
numero de cuatro cifras que es un cuadrado perfecto. Si se hiciera lo mismo dentro de once
anos, se tendria de nuevo un cuadrado perfecto de cuatro cifras. Calcular las edades
actuales de Laia y Aitana.

Solucién de Néstor Abad (@nabadvin): Sea ab = 10a + b la edad de Laiay cd = 10c + d
la edad de Aitana. Las edades, concatenadas, son un cuadrado perfecto, es decir:

abcd = 1000a + 100b + 10c + d = n?
Segun el enunciado, dentro de 11 afios ocurrira lo mismo, es decir:
100(10a+b+11)+ 10c+d + 11 = m?
1000a + 100b + 1100 + 10c+d + 11 = 1000a + 100b+ 10c+ d + 1111 = m?
De donde:
1111=m?-n?=(m+n)-(m—n) = 11-101

Por la unicidad de la descomposicidn factorial en nimeros primos y puesto que, también,
m + n>m —n, debe cumplirse:

m-—n=11 _ _

min=101) @ Mm=56n=45
m—-—n=1 _ _ .,
m+n=1111} = m = 556,n = 555, no solucién

Luego la edad de Laia es 20 y la edad de Aitana es 25 pues 452 = 2025

Abril 24-25: Aitana, Laia, Carles, Dani, Clara y Ferran son coleccionistas de cuadros y dos de
ellos son hermanos. Un dia fueron juntos a una exposicién y compraron de la siguiente
forma: Aitana compré un cuadro, Laia dos, Carles tres, Dani cuatro, Clara cinco y Ferran
seis. Los dos hermanos pagaron igual cantidad de dinero por cada uno de los cuadros que
compraron. Los demas del grupo pagaron el doble por cada cuadro de los que pagaron los
hermanos. En total pagaron cien mil euros. El precio de cada cuadro es un nimero entero
de euros. ¢Quiénes son hermanos?

Solucidn: Sea y = numero total de cuadros comprados por los dos hermanos, z = nUmero
total de cuadros comprados por los demds y x = precio de cada cuadro comprado por los
dos hermanos. Entonces, del enunciado:

Xy + 2xz = 100000}
y+z=21
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pues1+2+3+4+5+6=21. De la segunda ecuacién tenemos dos consecuencias: la
primera: como (1+2=)3<y<11(=5+6), tenemos que 10 <z<18. La segunda quey =21
—z. Y teniendo en cuenta esto ultimo en la primera ecuacidn:

x(21 —z) + 2xz = 100000; x(21 +z) = 100000

Por lo tanto, 21 + z es un divisor de 100000. En resumen: 10 <z <18y 21 + z es un divisor
de 100000.

Siz=10, tenemos que 21 + z = 31 que no es un divisor de 100000. Luego z # 10.

Siz =11, tenemos que 21 +z = 32 = 2° que es un divisor de 100000. En este caso:

_ 100000 _ 100000 __ . .. .. .. _ .o
T +z T 32 & T )

y como y es suma de dos nimeros de entre 1, 2, 3, 4, 5, 6 solo cabe la posibilidad y = 10 =
6 + 4. Luego Ferran y Dani son los hermanos.

Siz=12,tenemos que 21 + z = 33 que no es un divisor de 100000. Luego z # 12.

Siz=13, tenemos que 21 + z = 34 que no es un divisor de 100000. Luego z # 13.

Siz =14, tenemos que 21 + z = 35 = 5-7 que es un divisor de 100000. Pero en este caso:
100000 = (21 + z)x

Y como (21 + x) contiene al factor 7, 100000 debe contener el factor 7 que constituye un
absurdo. Luego z = 14 no es solucion.

Siz =15, tenemos que 21 + z = 36 que no es un divisor de 100000. Luego z # 15.
Siz =16, tenemos que 21 + z =37 que no es un divisor de 100000. Luego z # 16.
Siz=17,tenemos que 21 + z = 38 que no es un divisor de 100000. Luego z # 17.
Siz =18, tenemos que 21 + z =39 que no es un divisor de 100000. Luego z # 18.

Abril 26-27: La torre Eiffel tiene 300 metros de altura y estd construida enteramente de
hierro, su peso total es de ocho millones de kilo. Deseo encargar una reproduccién exacta
y que pese solo un kilo. ¢Qué altura tendra?

Solucidn: Sea My V (myv) la masay el volumen la torre Eiffel (de su reproduccion). Puesto
gue ambas estdn hechas del mismo material (estan hechas con material de la misma
densidad) tendremos que:

M m 8-10° 1

—_ = = — = — -6-:
VdV:> v V:>810vV

Es decir, la razdn de proporcionalidad entre volimenes es 8:10°. Por tanto, la razén de

proporcionalidad entre longitudes sera:

/8-106 =2-100

Es decir, si L (I) es la altura de la torre Eiffel (de su reproduccién), tendremos:
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300

2-100-1=L = l=m=m

=15m

Abril 29-30:

Dos circulos son tangentes interiores como
muestra la ilustracién. Calcular el area de la
zona comprendida entre los dos circulos

Solucién: Desplazamos el circulo interior a la izquierda 9 cm, entonces los centros de los
dos circulos coincidiran:

Queda formado el triangulo AAA’C, que es rectangulo en A’. Al aplicar Pitagoras,
tendremos:

r—172%+9%2=r? = 82=2r = r=41
El area de la corona circular coincide con el area buscada. Por tanto, el area buscada es:

(41 +9)? — 41?2 = n(50% — 412) = 819 -t = 2572,96 ...

Solucion de @asitnof:
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Si R (r) es el radio de la circunferencia
grande (pequefia) tenemos:

R_10= R = R=50
R—18 R-10
Por tanto:
r=2-50—18=41
2
Y, por ultimo:

A =m(50% —41%) = 819t



