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SOLUCIONES MAYO 2019

Problemas de Geometria (para utilizar programas de geometria: Cabri, Geogebra,...).
Autor: Ricard Peird i Estruch (IES “Abastos”. Valéncia)

Mayo 1-2:

Un pisapapeles estd hecho con un cubo de vidrio de
lado 2 unidades truncado en ocho esquinas
tetraédricas que se tocan en los puntos medios de las
aristas del cubo. El resto del nucleo interior del cubo se
descarta y es reemplazado por una esfera. Las ocho
piezas de las esquinas que estdn ahora son tangentes a
una esfera.

¢Cuadl es el didametro de la esfera?

Solucidn:
La diagonal del cubo es:

D=+22+224+22 =2,3.

Hemos de calcular la altura h de la esquina tetraédrica sobre la base que es un triangulo
equilatero. El volumen del tetraedro es:

Resolviendo la ecuacion:

El didmetro de la esfera es:
2 4
d=D-2h=2/3-23=2.3.
3 3
Mayo 3-4:

En el interior de una circunferencia de radio R hay
3 hexagonos regulares iguales y una
circunferencia tangente a la circunferencia de
radio R y tangente al lado de dos hexagonos.

Determine el radio de la circunferencia
sombreada
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Solucidn: Sea T el punto de tangencia de las dos circumferencias.
Sea O el centro de la circunferencia exteriory OC = OT =R el radio.

Sea AB =BO lados del hexagono regular.

Sea J el centrio de la circunferencia pequeiia.

£IBK =60°. \qb

A
El tridangulo BKJ es rectangulo 30°-60°-90°. T

Sea JT=JK =r.

2\/5}21

Entonces, (:HT > R . Resolviendo la ecuacion:

2J3-3
2

R.

Mayo 5-12:

Un cubo ABCDA'B'C'D' de arista 12 esta lleno
de liquido las 5/8 partes. El cubo se ha
decantado sobre una arista CC’. El diagrama
muestra el envase y el liquido en él. Dado que
el segmento LC es el doble del segmento KB.
Hallar la longitud del segmento LC.

Solucién: Sean BK = x, CL = 2x.

El volumen del cubo ABCDA’B’C’'D’ es:

V., =123,

cub
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El volumen que ocupa el agua es:

Vaigua = §chb = 2123 =1080 .
Vaigua = SBCLK -CC".
Vaigea = ZXT+X12 12 = 216x.

Igualando los volumenes:
216x =1080 .
Resolviendo la ecuacién:
x=5.
CL=2x=10.

Mayo 6-13:

Los lados de un cuadrado se han dividido en tres partes
iguales y se han unido con los vértices con 8 segmentos
formando en el interior un octégono. Determine la
proporcion entre las areas del octégono y el cuadrado.

Solucidn: Sea ABCD el cuadrado exterior. Sea JD,KC,LB,MA , el octégono interior.

Consideremos el cuadrado A,B,C,D, formado per la interseccién de las rectas:

AUy DW, AU y BS, BS y CQ, CQ y DW.
Consideremos el cuadrado A’B’C’'D’

2
AlBl — SAlBlchl — i — E
A'B' Spipcy 16 4 D
S aBcD _ Sasco —4Sapp _ 16 -6 _ E > o
S, pep 16 16 8 D1
Entonces: J L
P
ABCD, _ 2 A2 B2
SABCD S) B1
— A
Not AP _ 1 A
otemos que E = 5 W 7 v
Entonces,
AA, _ E A’
AB, 3

Ademas, AJA, =B,B, .
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A,B, _
—2 2 vy - 4
AB [3 —A.B.J B
4
1 1 1 1
Saep = ESABCDl entonces, Syyp = ZSABP = QSABCD'SABM =2S,yp = ESABCD-
S A.B 1 1 1
ABM 1 2222 |~ = Entonces: Sasm="Saem = = Sasco-
SV AB 4 4 48
1 1 1
Soctogon = Sae,co, T4 Sasm = ZSABCD + 4mSABCD = ESABCD'

Solucidon grafica de Néstor Abad (@nabadvin)

e
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Solucidn Ignacio Larrosa Caiestro (@ilarrosac)

D V C Si B(4,B,..;p,q,..) es el

baricentro de A, B,... con pesos p,
q, ... lenemos:

»Q Q =B(D,B,C;1,1,2)
= B(U,C;2,2)
RO s 1
Ry = UQ=UC
U
R =3(D,U,C1,1,1)
= B(U,V;1,2)
2
= UR=3UV

B De donde:
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AAUQR = §AAUCV = Aoct = §Acuad

Mayo 7-8:

D' .C'___,B' Sea el prisma recto regular cuadrangular
A’ ABCDA'B'C'D' que AB =10, AA' = 20. Sean los puntos
P de la arista DD'y Q de la arista CC' que DP = CQ = x.
El plano que pasa por A, B, Py Q divide el prisma en
dos poliedros.

a) Determinar la funcidn proporciéon entre los

volumenes del poliedro inferior y el superior.

b) Si la proporcién de los volimenes es 1/2, calcula el

valor de x.

Solucidn:

a) El volumen del prisma ABCDA’B’C’'D’ es:
Vscpapen =102 20 = 2000 . g 5

ABCDPQ es un prisma triangular de base el triangulo A

A
rectangulo ADP . El volumen del prisma ABCDPQ_es:

V BcoPO = %102 X =50xX.

El volumen del poliedro ABQPA'B’C’'D’ es:

VABQPA'B'C‘D' = Vascoascn — ABCDPQ *

Vagopagcn = 2000—50X.

La proporcién entre los volimenes de los dos poliedros es:

50x

PX)=——"_  xelo,20].
() = 2000 —50x <[0.20]
X
P(x) = .
(x) 40 — x
P(x) = -1+ —40
40 — X

La funcidn es una hipérbola.

Para construir la tabla utilizaremos el menu TABLA de la calculadora:

vor B vor B
£ (x)=—2X Rango tabla

40—x Inic. :0
Final : 20
Paso :2
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vir @ vor B
Ed fimd = fixd
1 [} =] = 0.25
2 2|0.0526 & 10]0.3333
3 4|0.1111 7 12|0.4285
4 &l0.1764 S/ | 0. 5384
0 14

x
E 16|0.6666
10 12|0.8181
11 20 1
12{

1
P(2) = — ~ 0.0526 .
19
1.2
.7 ope 1I:I
Para representar la funcién utilizaremos el
Ly 0.4
cédigo QR de la calculadora: //
0.6 /,
0.4 e
0.2 e
171 0 g =t
0 2 4 & 8 1012 14 16 13 20
b) Para calcular el valor x tal que la
1 — fix) i
proporcién de los volumenes es >
resolveremos la ecuacién:
1 X 1
P(x) ==, ==,
2 40-x 2

Para resolver la ecuacion utilizaremos la funcién SOLVE de la calculadora:

La proporcion de los volumenes es % cuando X = % ~13.33.

Mayo 9-10:

Imaginemos una cuerda que rodea una esfera
del tamano de la Tierra por el ecuador

A.- En cuanto se deberia alargar la cuerda para
llegar a que la distancia entre la cuerda y la
superficie de la esfera sea de 1 metro.

B.- En cuanto aumentaria el area del nuevo

circulo.
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C.- Si rodearemos la esfera inicial con una nueva esfera a la distancia de 1 metro, en
cuanto aumentaria el volumen de la esfera. Radio de la Tierra 6370 km

Solucidn:

)
6370 x103-A

6370000

Calculemos el aumento de la longitud:

o
2aX (A+1)-2a%A

6. 2831853

La cuerda aumenta aproximadamente 6.28m.

Calculemos el aumento del area del circulo:

Vvor A

X (A+1 )2 —XA”

40023894

El drea aumenta aproximadamente 40023894 cm?, es decir, 4002 m?.

4
Calculemos el aumento del volumen. Volumen de la esfera V = ET:R3 .

)
4

4 a_4 "
BX?[(A+1) anxﬁ

5.0990445xw 14

El aumento del volumen es 5.1-10* cm?, es decir, 5.1-10% m?.

Mayo 11-18:

En una circunferencia de radio 6 hay inscrito un
hexdgono regular y un cuadrado. Un lado de un
cuadrado es paralelo a un lado del hexagono
regular.

Calcula el area interseccidn del hexagono regular y
el cuadrado.

Solucion: Sea ABCDEF el hexagono regular y AB =6. Sea KLMN el cuadrado de lado
KL=TU=KN=6V2.
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AE =643 . 5
E
= _ AE—KN N ~/lv M
EV =" — = =3J3-3/2. S -
sV _\3 J3 A \
g=—3,entonces, S_V——(3\/— 3\/_) 3-6.
EV 3 3 i
SR=DE+25V =6+2(3-46)=12-2/6.
S5 _ PQ-SR 6\/5—12+2\/€:3\/§_6+\/5. u /T

i i SN 4l
SW \/§ entonces, SW = \/5(3\/5—6+\/6)=3\/€—6\/§+3\/§ A

PW

PT —KN-25W = 62 - 2(3/6 ~ 643 + 3v2 )= 616 +1213 .

El area de la interseccién del cuadrado y el hexagono regular es igual al doble del area
del trapecio PQRS mds el area del rectangulo TUQP:

S ombrejaca = ZM(&/@ ~ 643 +3v2)+ 6v2(- 616 +1243 )= 7242 + 7246 ~ 1203 ~ 70.3405

Mayo 14-21:

En un tetraedro regular de arista 1 se ha inscrito
un cilindro que tiene una base en una cara y la
otra base es tangente a las otras caras.

De todos los cilindros inscritos determinar las
dimensiones y el volumen de aquel que tiene
volumen maximo.

Solucidn: Sea el tetraedro regular ABCD de arista 1. Sea O el centro de la cara ABC. Sea
M el punto medio de la arista BC. Sea K el centro de la base
superior del cilindro. Sea L el punto de tangencia del cilindro y la
cara BCD. Sea KL =R el radio del cilindro y OK =h la altura del

cilindro. L pertenece al segmento DM.

A
Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo BMD :

DM =

Nm

Aplicando la propiedad del baricentro al punto O: OM = %W = %
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— 6
S

A
Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridangulo rectangulo DOM: OD =

A A
Los triangulos rectangulos DOM, DKL son semejantes. Aplicando el teorema de Tales:

R o J6

= i Simplificando: h == —2/2 .R. El volumen del cilindro es:
Yo 3 3
3 6
v A
V =nR%*h = n(%Rz 2.2 R3j 0.025 1
0.020 +
Derivando la funcién respecto de R:
0.015 +
V'=nR%h = [ \/_R 642 R2 J 0.010
0.005 +
V'=0. Resolviendo la ecuacién: R = V3 0.000 ot
’ ' 9 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18

En este caso la altura del cilindro es h = ?6

Calculando la segunda derivada:

V"= R?h = n[z‘f —1242 RZ}. v(@} = nR%h = n(ﬁJ <0.

3 . .
Entonces,en R = o se consigue el maximo del volumen.

» J3 J6
El volumen maximo es: V| — —_—
9 243

Mayo 15-16:

Consideramos el tetraedro regular ABCD. Sea E un
punto de la arista AB. Determinar el maximo del angulo
ZCED cuando E recorre la arista AB

- - A A
Solucidn: Se tiene AC = AD, ZLCAE=/DAE=60°. Los triangulos CAE, DAC son
iguales.
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- - A
Entonces, CE =DE.. El tridngulo CED es isdsceles. El mayor angulo /CED se alcanza
en el menor valor para los lados CE y ED. Es decir, en la minima distancia de D a la arista

AB es decir, cuando E es el punto medio.

El dngulo maximo es igual al angulo diédrico del tetraedro regular. En este caso

J3

CE=DE = - Calculemos el angulo diédrico. Sea o= ZCED. Aplicando el teorema

A
del coseno al triangulo CED :

1
cosa = =_—.a=arccos—.
3 3

Solucidn 2:

- - A A
AC = AD, /CAE=_/DAE=60°. Los tridngulos CAE, DAC son iguales. Entonces,

- - _ A
CE =DE. Sea AE = x. Aplicando el teorema del coseno al tridngulo AED :
SE2 12 2 2
DE =1°+x“—-2-1-x-c0s60°= x“ —x+1.

A
Si o= ZCED. Aplicando el teorema del coseno al triangulo CED :

oS o 2x? —2x+1
Como la funcién f(x)=cosx es decreciente en [0, n].El valor maximo del angulo se
alcanza en el valor minimo de la funcién g(x) = 2x® —2x+1
2x-1

1
.g'(X)=0, cuando x=—.
2(x2—x+1)2 2

g(x)=

1 . .,
g(%) > 0. Entonces, X = > es un minimo de la funcién g(x) y, por tanto, el valor donde

(s . 1 1
se alcanza el maximo del angulo. cosa = 3 o= arccosg .

Mayo 17:

En un cono recto, el angulo entre la altura y la
generatriz es a. Calcular la razén entre los volumenes
de la esfera inscrita y el cono
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Solucién: Sea el cono recto de didmetro de la base AB = 2R y altura AH =h.

Sea o = Z/HSB el dngulo que forma la altura y la generatriz.

Sea la esfera inscrita en el cono de centro Oy radio OT =OH =r.

A
Aplicando razones trigonométricas al tridangulo rectangulo SHB :

R=h-tga.
A
Aplicando razones trigonométricas al tridangulo rectangulo STO :
r .
—— =sina.
h-r
sina

r=———h.
1+sina

El volumen de la esfera es:

4 sina 3
Vy=—n ——— h3.
3 \1+sina

El volumen del cono es:

v, =%n(h-tgoc)2h.

La proporcién entre los dos volumenes es:

ﬂﬂj sino 3
V. 3 (1+sina _4sino-cos’® o

e

V., ;n(h-tgoc)zh (1+sina)?

Mayo 19-26:

n2+1 cuadrados iguales.

Solucidn:

Cada lado de un cuadrado se divide en n partes
iguales. Los puntos de lados opuestos estan
conectados de una manera desplazada como
muestra la figura (en la figura se representa el
caso n = 5). Demostrar que es posible obtener
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Sea el cuadrado inicial ABCD.
A A
El tridngulo rectangulo BCP lo giramos 2702 con centro C, dando lugar al triangulo DCR .

A A
El tridngulo rectangulo ABQ lo giramos 902 con centre A, dando lugar al triangulo ADS .

El area del cuadrado ABCD es igual al area del cuadrado PCRT mas el area del cuadrado
AQTS.

El 4rea del cuadrado PCRT mas el area del cuadrado AQTS es n? +1.

Mayo 20-27:

D C

Sea ABCD un cuadrado de diagonales AC = BD =
68. Los puntos L y M en la diagonal AC son tales
que AL = MC = 17, y K es el punto medio de AB.
L Calcular la proporciéon entre las dareas del
cuadrilatero KLDM y el cuadrado ABCD

A K B

Solucién: Sea P el punto medio de la diagonal AC (mirar figura abajo).
LM =34,
AL:AC =1:4.
Aplicando el teorema inverso de Tales:

KL es paralelaa BP y LK =%I¥=%34 =17.

Skiom = Simp + Simk =§LM-DP+ELM-L =%34-34+%34-17 =867 .

Sea C’ el simétrico de C respecto de B.



S psco = Seac = %682 =2312

Skiow _ 867 3

S.ecp 2312 8

Solucidn Ignacio Larrosa Caiestro (@ilarrosac):

.‘.
Tendremos:
tenemos:
17 A=4
- i |
Luego:

Aroja = Aamarilla
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1
5-34-(34+17)

=3-172 =867

En el cuadrado inicial de diagonal 68,
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Mayo 22-23:

Los lados de un cuadrado se dividen en n partes
iguales (en la figura n = 4). Los puntos se unen de
la forma indicada, para formar varios cuadrados
mas pequeiios (24 en el ejemplo de la figura) y
algunos tridangulos. ¢Cuantos cuadrados se
forman sin =1007?

Solucién: Suponemos que el lado del cuadrado pequefio de la figura es 1.

Cada una de las diagonales del cuadrado mide V2.

El lado del cuadrado exterior mide:

2.

El 4rea del cuadrado exterior es:
2
S, = (n\/i) =2n2,

En la figura hay 4n tridngulos. Dos triangulos forman un cuadrado de lado 1. El area de
la figura sombreada es:

S, =S,-2n=2n%-2n.

Entonces, en la figura sombreada hay un total de 2n? —2n cuadrados. Si n =100, el
total de cuadrados es 19800.
n-1

Solucidn 2: El total de cuadrados es: 22 2X , pues por debajo (encima) de una diagonal
x=1

hay 2x cuadrados. Con la calculadora Classwiz:

VT [ & Vo' @ n

99 99
EXE{Ex} Ex;;::l {(2x)

19800

Solucién Ignhacio Larrosa Caiestro (@ilarrosac):

Si los lados del cuadrado inicial se dividen en n partes iguales, el nimero de cuadrados
gue se generan entre la mitad de las dos diagonales y un lado del cuadrado inicial es:

n-(n—1
14+2+3+ - +(n—2)+(n—1)=¥
Luego el nimero de cuadrados que se generan es:
n-(n—1
C(n) =4-(—)=2n-(n—1)

2
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En particular, para n = 100 = C(100) = 19800.

Mayo 24-25:
F

A Los lados del tridngulo AABC se han prolongado
como muestra la figura de forma que BD = 1/2 AB,
CE=1/2BCyAF=1/2CA. Determine |la proporcién
entre las dreas del triangulo ADEF y del triangulo

C ¢ AABC
B
D

Solucidn: Sea S=S 5.

Cuando dos triangulos tienen la misma altura tienen las dreas proporcionales a las bases.

F

1

Sgpc = ESABC =-S
1

Secp = 5 Seoc = ZS

1
Seca = ESABC =S

1
Sear = ESECA =—S

1 1 13
Sper =S+3=S+=-S|=—S.
DEF (2 4 j 4
Soer _E
SABC 4
Mayo 28-29:
FE
Gy » D
Dado el octégono regular ABCDEFGH de lado AB = 12
cm, se dibujan 4 cuadrados sobre los lados AB, CD, EF,
" c GH. Calcula el 4rea de la zona sombreada (ver figura).
AT B
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Solucidn:

El area sombreada es igual a cuatro veces el area del cuadrado KLMN.

AN =AB =12.
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo F E
A

isésceles AKH :

— J2—

AK = X5 AB =64/2. .

2 © D
KN=AN-AK =12-6+2.
; M
El area de la zona sombreada es:
Somprejaga=4-KN~ = 4(12 - GJE)Z — 864 —576+/2 ~ 49.41cm?. L
12 cm

Mayo 30-31:

En la figura, estan dibujados dos cuadrados y
3 tridngulos equildteros de lados c. Con sus
centros se ha dibujado un pentagono.

Determine el drea, el perimetro y los angulos
del pentagono.

Solucidn: Sea ABCDE el pentdgono. AE es la mediatriz del lado OP. DE es mediatriz
del lado OQ.

“AM=AL ==,
2

2|
<

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectdngulo OKP :

ok - e
2
Aplicando la propiedad del baricentro al tridangulo equilatero
A
OPQ:
KE —VE —EN- Lok - Be.
3 6

a)

El perimetro del poligono ABCDE es:

P ascor =4-N_+6-M_E=(2+\/§)c.
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b)
El 4rea del cuadrilatero OMEN es:

1 143
Somen :§SOPQ ZETC .

El drea del poligono ABCDE es:

1 1
Pascoe =2 Satom + 3 Somen = Z'ZCZ +3£§_C ]:[

c) Se tiene
ZOME = ZONE =90°, /NOM=60°.
ZMEN = 360°—(2- ZOME + /NOM)=120°.
Los angulos del poligono ABCDE son:

A=C=90°, B=D=E=120°.



