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SOLUCIONS OCTUBRE 2018

Col-leccié preparada per Mario Mestre. Institut “El Pont de Suert”. Alta Ribagorga

Octubre 1: Resoldre les equacions:

sin3x cos3x

sinx CcoS X
1 - cos 4x = sin 4x

Solucid: Per a la primera equacié tenim:

sin(2x +x) cos(2x + x) _
sinx COSX h

sin(2x)cosx + cos(2x)sinx  cos(2x)cosx — sin(2x)sinx _,

sinx COSX

(2sinxcox)cosx + (cos?x — sin?x)sinx  (cos?x — sin?x)cosx — (2sinxcox)sinx

sinx COSX
2c0s2X + cos?x — sin?x — cos?x + sin?x + 2sin?x =2 = sin’x+ cos?x =1

Com I'Giltima igualtat se compleix per a qualsevol angle, I'equacid primigénia se compleix
per a qualsevol angle.

Per a la segona equacio, tenim de les relacions de I'angle mitat:
(04 1 — cosa o
sin (E) =+ — 1 — cosa = 2sin? (E)
| fent oo = 4x junt amb I'equacié proposada porta a:
2sin?(2x) = sin4x = 2sin?(2x) = 2sin(2x)cos(2x)

{ sin(2x) = 0

2sin(2x)[sin(2x) — cos(2x)] = 0 sin(2x) = cos(2x)

La primera igualtat portaa 2x=kn = x=kn/2conk e Z

La segona igualtat porta atag(2x) =1 = 2x=n/4 +kn = x=mn/8 +kn/2 conk € Z

Octubre 2-3:
37 Un rombe de costat 19 i angle agut 60° gira al
g voltant d'un vertex de l'angle agut i
perpendicular al costat del rombe. Calcular I'area
Ié del cos de revolucio.

Solucio:
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El solid és un tronc de con ABCD menys un con PNQ, complint-se: g=AB=19,r=AQ =
19; R = OB = 19(1+cos 60) per que en AOPQ

OP=19:cos60 = R=0B=0P +PB=19-cos 60+ 19 = 19(1+cos 60)

L’area del solid sera la de la superficie lateral del con, més la superficie lateral del tronc
de con, més la de les bases, menys la base del con

Asslid = Arcon + Altronc + Abase grand + Abase petita — Abase con
AvLcon = rg = m+19%-cos 60
Avtronc = Tg(R + r) = m:19-[19+(1 + cos 60) + 19] = ©-19%(2 + cos 60)
Abase grand = T-OB? = 1:19%:(1 + cos 60)?
Abase petita = T-AQ? = 71-192
Abase con = TT-OP? = 1:192-cos? 60

Assiid = m-19%[cos 60 + 2 + cos 60 + 1 + 2 cos 60 + cos? 60 +1 — cos? 60] = n-19%:[4-cos 60
+4] =4-1-19%(1 + cos 60) = 21661

Octubre 4: S'escull a I'atzar un punt de l'interior d'un cercle de radi 1. Quina és la
probabilitat que estigui fora del dodecagon inscrit en el cercle?

Soluci6:

Tindrem:
OM = apotema =cos 15

AB = costat dodecagon = 2-sin 15
Perimetre - apotema
Adodecégon = 2
_ 24 -sin15.cos 15

2
=12 -sinl5 - cos15
=6-sin30 =3
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— — 2 —
Aexterior dodecagon — Acercle - Adodecz‘igon =m-1"-3=mn—-3

I, per tant:

T
probabilitat = ——
T

Octubre 5-6: Dues ciutats A i B estan situades en el mateix paral-lel de I'esfera terrestre,
mentre que la ciutat C es troba en el mateix meridia que A. La latitud de A és ¢ = 60°
nord.

a) Si la ciutat C esta a 300 km al nord de A, calcula la seva latitud considerant que el radi
de la Terra és, aproximadament, 6.371 km.

b) Si les ciutats A i B tenen de longitud Aa = 60° oest i Ag = 40° est, respectivament, quina
distancia els separa?

Solucié: Per a a) tenim:
R=0A=0C=6371km
meridia /EOA = 60°
ZEOC = a =latitud de C=60° +y
ZAOC =7y
arc AC = AC= 300 km

equador

— Rim

= 300

rad

180

_ 300 + T 1,0942 d
63713 oremTd
|, per ultim:
180
1,094286...- — ~ 62,69..° =~ 62°41' 52,67 nort
Perab)
meridia de Greenwhich ZAQG = 7\,A = 60° oest
ZCQG = Ac=40°est. L =Aa+ Ac=100
............................ QA QG < QC
equador distancia entre Ai C=AC = 100° 1:00 ‘T

........... AAQO (rectangle en Q) OA2= AQZ + QOZ
: ~ZOAQ = 90° — 60° = 30°

'30————r = 6371 -sin30
= = —3 = .
Sin r Sin

= 3185,5 km

_ (a—eoi)6371 >



Pagina 4 de 16

[, per ultim:

Distancia entre A i C=AC = 100°$- r=100°- % -3185,5 ~ 5559,746 km

Octubre 7: Estudiant les seues propietats, representar la funcid:
y = arctg x?
Solucié: Recordem que f(x) = arctag x < f(tag x) =x, xe]-n/2, ©n/2[

Domini =R

Recorregut = [0, /2]

Tallsamb lI'eixX:y=0=x=0

Talls amb I'eix Y: x =0 = f(0) = 0. Un unic tall: (0, 0)
Simetria respecte a I'eix Y dons f(x) = f(- x)
Asimptotes:

Com lim f(x) = Zhihauna asimptota horitzontal y = I
X—+00 2 2

No hi ha asimptotes verticals ni obliglies

Creixement, decreixement:

,_ X |
y = 1+ x4 R |
0
Minim relatiu en (0, 0)
Concavitat, convexitat:
L 2(1+xM) —4x*(2x) 2 -—6x* " _ o +4 1
= = = = = —
1 +x%)? 1 +x4)? y *TE3
/\ | \1/ | /\
I | !
0 4 1
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Octubre 8-9: En un bosc en el qual hi ha mussols com a depredadors i ratolins com a
victimes, les poblacions varien d'acord amb els models:

M(t) = 180 + 30 - sin (gt - g),R(t) = 800 + 200 - sin (gt)

respectivament, on t ve mesurat en anys a partir de I'1 de gener de 2019. Quines sén les
poblacions de mussols i ratolins I'1 de gener de 2020? Quina és la poblacié maxima de
mussols i ratolins? Coincideixen alguna vegada aquests valors maxims? Representa les
dues funcions amb GeoGebra

Solucié:
TU
R(1) = 800 + 200 - sin (E 1) = 800 + 200 = 1000 ratolins
T T
M(1) = 180 + 30 - sin (51 - E) = 180 + 30 - sin(0) = 180 mussols

El maxim per a ratolins surt quan:
sin(3t)=1 = Zt=T+2knambke{0,1,2,3,..} = t=1+4ke{159, ..}
El maxim per a mussols surt quan:

(M- g Tt— T =14 2knambke{0,1,2
sm(it—i)— = Et—E—E‘F T am E{; ’ ’} =

t =2+ 4ke{2,6,10,.....}

Es tracta de PA de diferencia 4 i diferent valor inicial, per el que els maxims no coincidiran
en el temps.

1000

500
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Octubre 10: Representar la zona del pla que verifica:
cos(x+y)=0
0<x,y<m
Solucid: Les dues ultimes inequacions es compleixen en el quadrat (i en el seu interior)
de vertexs (0, 0); (w, 0); (0, m) i (m, ). Com la funcid cosinus és no negativa en el primer
i quart quadrant del argument, tindrem que la primera inequacid és equivalent al
sistema:

T
OSX+yS§

3
7SX+yS2T[

que és facilment resoluble recorrin a lesrectes: x +y =0, x+y=7/2,x+y=3n/2yx +y
= 2m. En definitiva, la zona on es verifica el sistema original esta format per els triangles
AABC i AEFL (i el seu interior)

Octubre 11-12: Partint de la grafica de la funcié y = sin x, obtenir un periode de les
grafiques de les funcions:

gix) =4-f(—2x)
h(x) = —1t - f(mx)

i(x)=2-f(x—g)

. 1 X
j(x) = 7 f (E)
Solucié: Tindrem, per exemple, per a g(x) = 4-f(-2x)
Periode: La funcié sin x té periode [0, 27]
g(x)=4f(-2x) = 0<-2x<2nt = 0>2x>-1 = 0<x<™®

Comf(- 2x)e[-1,1] = -4<416(-2x) <-4 = g(x) € [- 4, 4]
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4
g
f 1
-4 -2 -1 1 2 3 4 5 7
=1
=2
=3
=4
h
f 1
/
1
=1
=2
=3
2
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Octubre 13-20:

A K
A la figura, AP i BP son dos segments

perpendiculars tangents a la circumferéncia de
radi 1. PK passa pel centre de la circumferéncia O i
L és el punt de tangéncia entre PB i Ia
circumferéncia. Calcular el perimetre del triangle
APLK

P L B

Solucid: En la figura tindrem:
PK=PO+O0K; PO=v12+ 12 =+/2; PK=+/2 +1; ZKPL=45°
Aplicant el teorema dels cosinus al triangle APLK

LK? = PK? + PL2 — 2 - PK - PL

2
-cos45°=(\/2+1)2+12—2(\/§+1)-1-§=2+\/§ = LK

= [2+V2
D’on:
Perimetre = PL + PK + LK = 1+ (1 +V2) + /2+x/§=2+\/§+ /2+\/§

Octubre 14: Calcular el valor de I'expressié:
i
sin(2 - arctg2) — tg (Z — arctg 2)

en el primer quadrant.

Solucid: De les formules de I'angle doble, tenim:

2 1 4
sin(2 - arctag2) = 2 sin(arctag2) cos(arctag2) =2-—-— ==
g g g NN
calculades las raons trigonométriques en el triangle rectangle 1-2-/5.
De la formula de la tangent de la diferencia:
T tag% — tag(arctag2) 1-— % 1
tag (— - arctagZ) = = = =3
4 1+tagy- tag(arctag2) 1+ > 3

calculades les raons trigonométriques en el triangle rectangle 2-1-v/5. Per tant:

. 2)_4 1 7
arctg2 ) = 3=

g
5 15

sin(2 - arctg2) — tg (4



Pagina 9 de 16

Octubre 15-22:

Un rombe de costat 19 i angle agut 60° gira al voltant d'un eix
_/ que passa pel vertex de l'angle obtus i és perpendicular a I'eix
o petit. Calcular I'area del solid de revolucio.

Solucié:

El solid és un doble tronc de con ABCD menys
dos cons ODC.

L'area sera la superficie lateral dels dos troncs

de con més la superficie lateral dels cons.
R=A0
r=DP
g=19
En el triangle AADM
n30 = M gtk R=2-19 = =19
= — = = = = . . — =
S AD AD _ 2-AD 2
r=DP=MO=R/2=19/2
2nR + 2nr 19 1083m
Stronc = ————g =ng(R+71) =‘I'['19'<19+—) =
2 2 2
19 361m

Siateral con = Trg =m- 19 - > = ——

1083m 361w
Ssolia = 2(Stronc + Sjateral con) = 2( > + > ) = 1444

Octubre 16: Sisecx +tg x = % , calcular
(secx — tg x)?
Solucié:

Provarem en primer lloc, que:



secx + tagx =

Tenim:

1 1

secx + tagx secx + tagx
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1
secx — tag x

secx + tagx

secx —tagXx Secx — tagx secx + tagx  sec?x — tag?x (1 + tag?x) — tag?x

= secx + tagx
Per tant:

1
Si secx + tagx = > = secx —tagx =

Octubre 17: Un triangle 30°-60°-90° gira
Trobar I'area del cos de revolucio generat

1

— =2 = (secx —tagx)? =4
secx + tagx ( gx)

al voltant de la seua hipotenusa de 18 cm.

Solucié:
De la il-lustracié adjunta, tenim:
A
60° AB=18,AC=g;, BC=g, r=CP.
94
A7 =T7rgi+ mtrgx = mr(ga + g2)
C o S
CP CP
AACP = tagbh0 = V3 =— =>AP=—\
ag V3 AP 7 }
ACPB = tag30 L BP = CPV3
= = — =
9 480 = 3 T BP )
= AP+ BP =18
1
: :>CP(—+\/§)=18 = CP
30 \/§
B _9V3
2
, V3 CP 2-CP
AACP=>sin60 =—=—=g;,=——+—=
2 81 V3
1 CP
ACPB:>sin30=E=g—:>g2 =2-CP=9V3
2

Ar =mr(g, +g82) = n%g(fa +9V3) = n@(l +1/3)
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Octubre 18-25:

Construim dos cons amb la base comuna i un dins de l'altre.
La distancia entre els dos vertexs és 18. L'angle de la seccid
axial del con gran és la meitat de la del petit. Calcular
aquests angles si el volum del solid limitat per les dues
superficies coniques és 9721t cm3.

Solucié:
En la il-lustracié:
B=4o; B =20;VS=18;SO=x; VO=h1;SO=hy; r=0P
Tindrem:
1 1 1
Veos = §T[r2h1 - §‘I‘[I‘2h2 = §1Tr2(h1 —h,)
1
= 18§1Tr2 =972 =>r=9/2
\
taga = - = V2 ) 18V2
h, x+18 2taga 92 <+ 18
= tag2a = — = =
r 9V2| 1 — tag?a x ,___162
(Dtag2o == —— (x + 18)2
2

18+/2x
= 9V2[(x+18)* —162] = —— = (x+18)* = (x+18)* — 162

=2x(x+18) = x2=162 = x=r=9/2

Per ultim, en (1):

N2
tag2a =——==1 = 2a =45° = B =90; B’ =45°
92

Octubre 19: Els radis de les bases d'un tronc de con estan en raé 1: 3. La generatriu del
tronc mesura 20 i esta inclinada 60° respecte de la base. Calcular el volum del tronc de
con.

Solucio:
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60° En la figura:

AB=20;SO0=H;SQ=h; h"=SO-SQ; R=3r

1
Virone = §h’[B1 + B, + vV B1Bz]
60°

1
o R B = §1Th’(r2 + R? +rR)

SO SQ SO-S h’
tag60 = v3 = 2 =22 _ Q_ = b= (R-V3)
R r R—r R-—r :10\/5
60 V3 SO SQ SO-SQ N W = 103
= ——— = — =
S 2 SB SA SB—SA 20 )

=2rv3 = r=5

I, per ultim:

1 10V3m 3250V3n
Virone = §T[h,(r2 +R*+1R) = 3 (52+152+5-15) = 3

Octubre 21: Un triangle isosceles AABC, amb AB=BC=b i £LC=ZA=72°gira al voltant
d'un dels costats iguals. Calcular el volum del cos de revolucié.

Solucio:

El solid de revolucid sén dos cons de radi de
labaser=CMialtures h1=BMy h =AM amb
hi+ hy=b. P és el punt mitja d’AC

Tindrem:

1 1
V= §1Tr2(h1 +h,) = §1‘[er

En AABC tenim:

in72 BP _BP BP =b:-sin72
== = .
sin B b sin
AP AP
COS72:E:T => AP =Db-cos72 = AC = 2b - cos72
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1 1

= —AC - BP = =2bcos72 - bsin72

Apapc =1 2 2
AABC

= 1AB CM = 1b
~2 —20T
D’on:

1 1

Eb T = §2bcos72 -bsin72 = r=0>b-2sin72-cos72 =b-sinl144

|, per ultim:

1 1 1
V= §1‘[I‘2(h1 +h,) = §T[I‘2b = §T[b3 - sin?144

Octubre 23-24: Demostrar:

i b
Si0<x<§ytgx=£ = a-cos2x+b-sin2x = a

Solucié:

a-cos2x + b - sin2x
= a(cos?x — sin?x) + 2bsinxcosx

a® b?
Va2 + b2 =a<a2+b2_az+b2>

° + 2b—m b
Va2 + b2+/a? + b2
X | a3 — ab? 2ab? a3 + ab?
B a c :a2+b2-I_az+b2:az+b2:al

Octubre 26: L'angle en el vértex de la seccié axial d'un con és de 60°. Calcular l'angle
central del desenvolupament de la superficie lateral
Solucio:
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2TTr

Cal calcular I'angle ¢. Hem de I'area lateral del con és nrg. D'altra banda podem calcular
I'area lateral recorrent a una regla de tres (entre les magnituds area i angle)

area — — angle

2
TC
ng? —— 360° :ALz%
AL —— b
Amb aixo:
rg=TE 8 L T_ ¢
&= 360 g 360

Pero en el triangle AAVO

130 = _0A 1
sin30 = - = A g
Amb el que:
1 r ()
—=—-=— = = 180°
2 g 360 ¢

Octubre 27-28: Un sector circular de 12 cm de radi i angle central de 45° gira entorn
d'un dels seus radis exteriors. Calcular I'area i volum del cos de revolucié engendrat

Solucié:

A

\ % R El solid esta format per un con de vertex el centre

de l'esfera i un casquet esféric del mateix radi
(MN) que la base del con.
45 NM=r;ON=R=0A=12;AM=h,OM=H

En ANMO, temin:
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tag4d5 =1 MN MN =0M=H
= = — = = =
ag oM r

MN 122
sin45=E = r=MN=12-sin45=T=6\/§

h=AM=A0—-OM =12 — 62 = 6(2 —V2)
Amb el que:
1

1
Vcon=§11r2H=§1T62-2-6-\/§=1T-122-\/§

1th? T 2
Vcasquet=T(3R_h)=§'62'(2—\/§) (36 =12+ 6v2) =122 - - (8 — 5v2)
Vp=24%-1-(2-+v2)

2
Ajateral con = Trg = m- 12 7 12 = 721‘[\/5

Acasquet = 2TRh = 21+ 12- 6 - (2 — V2) = 144n(2 — V2)
Ap = 72mV2 + 1441(2 = V2) = 72n(4 — V2)

Octubre 29-30:

/8

tae Un sector circular de 12 cm de radi i angle en el vertex 120° gira
voltant d'un eix que forma 45° amb un radi del sector. Trobar
volum del cos de revolucié format

-

naa

Solucio:

En la figura:
R=12; h=0P + 0Q.

oP V2
cos45=E :>0P=12-7=6\/§

0 V6 +2
c0515=1—;2 = 0Q=12—T

=3(V6 ++2)

h=0P+0Q=6V2+3V6+3V2
=9v2 +3V6

2 2
3TR?h = 2m122(9v2 + 3V6) = 288n(3v2 + V6)

Vsector esferic = 3
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Octubre 31: A I'enrotllar un sector circular de centre B i arc AC amb ZB =30° i corda de
I'arc AC = 2018, vam formar un con. Trobar el seu volum.

Solucié:
B
30°
g g
g
C
A
e V6 —+2 1009 1009
= = = =
>t 4 g &= sin1s

Utilitzant la relacié directa entre les magnituds longitud de la circumferéncia de radi g i
I'angle central tindrem:

longitut — — angle central
Zig - = g360 :>~/7\?2=—2ﬂg.30=E S2mr=-2 5 r=o
S 360 6 6 12
AC - — 30
1009 H > > 10092 10092
= = f— = J—
12 -sinl5 8T sin?15 122 - sin?15
B 1009 V143
~ sinl5 12

~ 429375940,4..

1 1 ( 1009 )2 1009 V143
3

—_ 2 = — .
V=g3mH =3 15n1s) sinis 12



