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SOLUCIONS MAIG 2019

Problemes de Geometria (per a utilitzar programes de geometria: Cabri, Geogebra,...).
Autor: Ricard Peird i Estruch (IES “Abastos”. Valéncia)

Maig 1-2:

Un petjapapers esta fet amb un cub de vidre de costat
2 unitats truncat en huit cantonades tetraédriques que
es toquen en els punts mitjans de les arestes del cub.
La resta del nucli interior del cub es descarta i és
reemplacat per una esfera. Les huit peces de les
cantonades que estan ara sén tangents a una esfera.

Quin és el diametre de I'esfera?

Solucié:
La diagonal del cub és:

D=+22+224+22 =2,3.

Hem de calcular I'altura h de la cantonada tetraédrica sobre la base que és un triangle
equilater. El volum del tetraedre és:

Resolent I'equacié:

El diametre de 'esfera és:

d:D—2h=2\/_—§\/_=%\/§.

Maig 3-4:

A l'interior d'una circumferencia de radio R hi ha 3
hexagons regulars iguals i una circumferéncia
tangent a la circumferéncia de radio R i tangent al
costat de dos hexagons.

Determineu el radi de la circumferéncia ombrejada
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Solucid: Siga T el punt de tangencia de les dues circumferéncies.
Siga O el centre de la circumferéncia exterior i OC = OT =R el radi.

Siga AB =BO costats del hexagon regular.

Siga J el centre de la circumferéncia xicoteta.

£IBK =60°. \qb

A
El triangle BKJ és rectangle 30°-60°-90°. T

Siga JT=JK =r.

Aleshores, (1+ ?]r = %R . Resolent I'’equacio:
_ 2J§2 -3

Maig 5-12:

Un cub ABCDA'B'C'D' d'aresta 12 esta ple de
liquid les 5/8 parts. El cub s'ha decantat sobre
una aresta CC'. El diagrama mostra l'envas i el
liquid en ell. Atés que el segment LC és el
doble del segment KB. Trobar la longitud del
segment LC.

Solucié: Siguen BK = x, CL = 2x.
El volum del cub ABCDA’B’C’'D’ és:
V., =123,

cub
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El volum que ocupa l'aigua és:

VmM=§Ww:gﬂ3=m&L
Vaigua = SBCLK -CC".
vmmm==35é1512-12==216x.

Igualant els volums:

216x =1080 .
Resolent I'equacio:
x=5.
CL=2x=10.

Maig 6-13:

Els costats d'un quadrat s'han dividit en tres parts iguals
i s'han unit amb els vertexs amb 8 segments formant a
I'interior un octogon. Determinar la proporcidé entre les
arees del octogon i el quadrat.

Solucid: Siga ABCD el quadrat exterior. Siga JD,KC,LB,MA, I|'octogon interior.

Considerem el quadrat A,B,C,D, format per la interseccio de les rectes:

AUiDW, AUiBS,BSiCQ, CQiDw.
Considerem el quadrat A’B’C'D’

—\2
AlBl — SAlBlchl — i — E
A'B' Spgeny 16 4 D
SABCD — SA'B'C'D‘ _4SAD'D — 16 - 6 — E D2 Co
Sasco 16 16 8 ID1
Aleshores: J L
P
ABCD, _ 2 A2 B2
SABCD ) B1
— A
Not iy A
otem que E = § W 7 v
Aleshores,
A1A2 _ A
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Amés, AJ/A, =BB, .

2
2 EAlB1 2
4 AB, 1

AB, B 3
—2 N2 To—=2 4°
AB (3A.B.J A'B
4
1 1 1 1
Saep = ESABCDl aleshores, Sz = ZSABP = ESABCD-SABM =2Syp = ESABCD'
S A,B 1 1
reM [ A2 |1 Ajeshores: Sasm =—Sasm =—-—=Snsco-
SV AB 4 2z 4 48
1 1 1

Soctogon = Sas,co, T4 Sasm = ZSABCD + 4mSABCD = ESABCD'

Solucié grafica de Nestor Abad (@nabadvin)

e~

10\ 36 it
=

™

0 2 4 [ 8 0

Solucié Ignacio Larrosa Canestro (@ilarrosac)

D Vv C
" H Si B(4,B,...;p,q,..) es el baricentre
A de A, B,... amb pesos p, q, .... Tenim:
; “Q
i ’ Q =B([D,B,C;1,1,2) = B(U,C; 2,2)
: 1
- = UQ==UC
'-‘5:.‘ 2
U R=B8(D,U,G1,1,1) = B(U,V; 1,2)
)
= UR==-UV
3
D’on:
B
1 1

Aprugr = BAAUCV = Aot = §Aquad
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Maig 7-8:

D' c’ B’ Siga el prisma recte regular quadrangular
A’ ABCDA'B'C'D' que AB =10, AA' = 20. Siguen els punts
P de I'aresta DD' i Q de I'aresta CC' que DP = CQ = x.
El pla que passa per a, B, P i Q divideix el prisma en
dos poliedres.

a) Determinar la funcié proporcié entre els volums

del poliedre inferior i el superior.

b) Si la proporcié dels volums és 1/2, calcula el valor

de x.

Solucié:
a) El volum del prisma ABCDA’B’C’D’ és:

Vagcoascp = 102 .20 = 2000 .

ABCDPQ és un prisma triangular de base el triangle A

A
rectangle ADP . El volum del prisma ABCDPQ és:

V aBcoPO = %102 X =50xX.

El volum del poliedre ABQPA’B’C'D’ és:

VABQPA'B'C‘D' = Vagcoasen — ABCDPQ *

Vasopagco = 2000—50x.
La proporcié entre els volums dels dos poliedres és:

50x

P(x)=——> xelo, 20].
() = 2000 —50x <[0.20]
X
P(x) = .
() 40 — X
P(x) = -1+ —40_
40 — X

La funcid és una hipérbola.

Per a construir la taula utilitzarem el menu TABLA de la calculadora:

vir @ vor @
£ (x)=—2% Rango tabla

40-x Inic. :0
Final : 20
Paso :2

|
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r B [R]
Ed fimd = fixd
1 0 5 8| 0.25
2 2|0.0526 & 10[0.32333
3 40,1111 7 12 (0. 4285
4 60,1764 S/ | 0. 5384
0 14
fimd
a 16 |0, 6666
10 13[0.2151
11 20 1
12| —
1
P(2) = — ~ 0.0526 .
19
1.2
.7 T 1I:I
Per a representar la funcid utilitzarem el
. 0.4
codi QR de la calculadora: //
0.6 /,
0.4 e
0.2 ol
171 0 g =t
0 2 4 & 8 1012 14 16 13 20
b) Per a calcular el valor x tal que la
— f{x) i
L 1
proporcié dels volums és > resoldrem
I'equacio:
1 X 1
P(x) ==, ==,
2°40-x 2

Per a resoldre I'equacio utilitzarem la funcié SOLVE de la calculadora:

vBr B

x _1

40—x 2
vBr B

x _1

40—x 2

= _ 13. 33333333
La proporcié dels volums és — quan x =—~13.33.

Imaginem una corda que envolta una esfera
de la grandaria de la Terra per I'equador

A.- Quan s'hauria d'allargar la corda per a
arribar al fet que la distancia entre la cordaiila
superficie de I'esfera siga d'1 metre.
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B.- Quan augmentaria I'area del nou cercle.

C.- Si envoltarem l'esfera inicial amb una nova esfera a la distancia d'l1 metre, quan
augmentaria el volum de I'esfera. Radi de la Terra 6370 km

Solucié:

Vo @
6370 x103+A

6370000

Calculem l'augment de la longitud:

Vor
2aX (A+1 )—2a%A

6. 2831853

La corda augmenta aproximadament 6.28m.

Calculem l'augment de I'area del cercle:

Vvor A

X (A+1 )2 —XA”

40023894

L’area augmenta aproximadament 40023894 cm?, es dir, 4002 m?.

4
Calculem I'augment del volum. Volum de I'esfera V = EnR3 .

Voo 0l A

4 a_4 3
3X?I(A+1 ) anxﬁ

5.0990445xw0'4

L’augment del volum és 5.1-10'* cm?, es dir, 5.1-10% m?.

Maig 11-18:

En una circumferéencia de radi 6 hi ha inscrit un
hexagon regular i un quadrat. Un costat del quadrat
és paral-lel a un costat de I'hexagon regular.

Calcula I'area de la interseccié de I'hexagon regular
i el quadrat.

Solucid: Siga ABCDEF I’hexagon regular i AB =6. Siga KLMN el quadrat de costat
KL=TU=KN=6V2.



Pagina 8 de 17

AE =643 . . D
— AF _KN N
EV = AEZK ~3.3-3/2. S AN
g:—,aleshores,s_\/—i(&/— 3\/_) 3-46.
EV 3 .
SR=DE+25V =6+2(3-46)=12-2/6.
WZPQ;SR 6\/5—122+2\/€:3\/§_6+\/5. u\ /T
o K\ /L
SW —— B
ﬁ:\/§,aleshores, SW:\/§(3\/§—6+\/E)=3\/€—6\/§+3\/§

PT —KN-25W = 62 - 2(3/6 ~ 643 + 3v2 )= 616 +1213 .

L'area de la interseccié del quadrat i I’lhexagon regular és igual al doble de I'area del
trapezi PQRS més I'area del rectangle TUQP:

S ombrejaca = ZM(&/@ ~ 643 +3v2)+ 6v2(- 616 +1243 )= 7242 + 7246 ~ 1203 ~ 70.3405

Maig 14-21:

En un tetraedre regular d'aresta 1 s'ha inscrit un
cilindre que té una base en una cara i I'altra base
és tangent a les altres cares.

De tots els cilindres inscrits determinar les
dimensions i el volum d'aquell que té volum

maxim.

Solucid: Siga el tetraedre regular ABCD d'aresta 1. Siga O el centre de la cara ABC. Siga

M el punt mitja de I'aresta BC. Siga K el centre de la base superior
del cilindre. Siga L el punt de tangencia del cilindre i la cara BCD.

Siga KL =R el radi del cilindre i OK=h laltura del cilindre. L

pertany al segment DM.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMD :

DM =

Nm

Aplicant la propietat del baricentre al punt O: OM = %W = %
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. s . A — 4/6
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DOM: OD = 3

A A
Els triangles rectangles DOM, DKL sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:

R o J6

= i Simplificant: h = = —242.R. El volum del cilindre és:
NCRE] 3
3 6
v A
V = nR?h = n(%Rz 242 R3j 0.025
0.020 +
Derivant la funcio respecte de R:
0.015
V'=nR?h = [ ‘/_R 642 R? J 0.010 T
0.005
V'=0. Resolent I'equacio: rR=¥2 0.000 A S S S S
' ' 9 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18

- , 6
En aquest cas I'altura del cilindre és h = 5

Calculant la segona derivada:

V"= R?h = n[z‘f —1242 RZ}. v(@} = nR%h = n(ﬁJ <0.

3 . .
Aleshores, en R = o s’aconsegueix el maxim del volum.

El volum maxim és: VL

ﬁ]\/g

9

Maig 15-16:

Considerem el tetraedre regular ABCD. Siga E un punt
de l'aresta AB. Determinar el maxim de l'angle ZCED

quan E recorre I'aresta AB
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- - A A
Solucid: Es té AC = AD, LCAE= /DAE=60°. Els triangles CAE , DAC sén iguals.

- - A
Aleshores, CE =DE . El triangle CED és isosceles. El major angle ~CED s'aconsegueix
en el menor valor per als costats CE i ED. Es a dir, en la minima distancia de D a I'aresta

AB es dir, qguan E és el punt mitja.

L'angle maxim és igual a l'angle diedric del tetraedre regular. En aquest cas

J3

C_E=D_E:7. Calculem I'angle diedric. Siga a=/CED. Aplicant el teorema del

aHEd

1 1
cosa = =—. 0 =arccos-.
3 3

427

- - A A
AC = AD, /CAE=_/DAE=60°. Els triangles CAE, DAC soén iguals. Aleshores,

A
cosinus al triangle CED :

Solucié 2:

- - PR A
CE =DE. Siga AE = x. Aplicant el teorema del cosinus al triangle AED :

2 2 2 2
DE =1°+x“—-2-1-X-c0S60°= x“ —x +1.

A
Si a= ZCED. Aplicant el teorema del cosinus al triangle CED :

oS - 2x% - 2x+1
2x2 —x+1)’

Com la funcié f(x) = cosx es decreixent en [0, n].El valor maxim de I'angle s'aconsegueix

en el valor minim de la funcié g(x) = 2x* —2x+1
2x -1

1
g(x) = 7 g(x)=0,quan x=2.

2(x2 —X+ 1)
(1] 1 1 ’ . .7 .

g > >0. Aleshores, x =§ es un minim de la funcié g(x) i, per tant, el valor on
. . <. , 1 1

s'aconsegueix el maxim de I'angle. cosa = 3 o= arccosg .

Maig 17:

En un con recte, I'angle entre I'altura i la generatriu és

o. Calcular la rad entre els volums de I'esfera inscrita i
el con
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Solucid: Siga el con recte de diametre de la base AB =2R jaltura AH =h.

Siga oo = ZHSB l'angle que forma l'altura i la generatriu.

Siga I'esfera inscrita en el con de centre O i radi OT =OH =r.

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle SHB :

R=h-tga.

A
Aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle STO:

r )
—— =sina .
h-r

sina
r=———h.
1+sina

El volum de I'esfera és:

4 sina 3
Vo=—mn —— h3.
3 \1+sina
El volum del con és:
v, =%n(h-tgoc)2h.

La proporcié entre els dos volums és:

ﬂﬂj sino 3
V. 3 (1+sina _4sino-cos’® o
V, ;n(h-tga)zh (1+sina)®

Maig 19-26:

Cada costat d'un quadrat es divideix en n parts
iguals. Els punts de costats oposats estan
connectats d'una manera desplagada com a
mostra la figura (en la figura es representa el cas
n = 5). Demostrar que és possible obtindre n?+1
qguadrats iguals.

Solucio:
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Siga el quadrat inicial ABCD.
A A
El triangle rectangle BCP el girem 2702 amb centre C, donant lloc al triangle DCR..

A A
El triangle rectangle ABQ el girem 902 amb centre A, donant lloc al triangle ADS .

L'area del quadrat ABCD és igual I’area del quadrat PCRT més I'area del quadrat AQTS.

L’area del quadrat PCRT més I'area del quadrat AQTS és n? +1.

Maig 20-27:

D C

Siga ABCD un quadrat de diagonals AC = BD = 68.
Els punts L i M en la diagonal AC sén tals que AL
= MC =17, i K és el punt mitja d’AB. Calcular la
L proporcié entre les arees del quadrilater KLDM i
el quadrat ABCD

A K B

Solucié: Siga P el punt mitja de la diagonal AC (mirar figura de baix).
LM =34,
AL:AC =1:4.
Aplicant el teorema invers de Tales:

— — — 1= 1
KL és paral-lelaa BP i LK =§BP =534 =17.

Skiom = Simb + Stk :%m.ﬁ+%m.m:%34.34+%34.17 - 867 .

Siga C’ el simetric de C respecte de B.
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Sascp =Scac = %682 =2312 .

Skiom _ 867 _3
2312 8

SaBCD

Solucié Ignacio Larrosa Canestro (@ilarrosac):

-".
Tindrem:
1
Aroja = Agroga = E -34-(34+17)
=3-172 =867
En el quadrat inicial de diagonal 68,
tenim:
- 68 68
3T
17 17 A=4- S5 =2312
- |

Per tant:
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Maig 22-23:

Els costats d'un quadrat es divideixen en n parts
iguals (en la figura n = 4). Els punts s'uneixen de la
forma indicada, per a formar diversos quadrats
més xicotets (24 en I'exemple de la figura) i alguns
triangles. Quants quadrats es formen si n = 100?

Solucid: Suposem que el costat del quadrat xicotet de la figura és 1.

Cadascuna de les diagonals del quadrat mesura V2.

El costat del quadrat exterior mesura:

2.

L'area del quadrat exterior és:
2 2
S, =(n\/2) =2n°.

En la figura hi ha 4n triangles. Dos triangles formen un quadrat de costat 1. L’area de la
figura ombrejada és:

S, =S,-2n=2n%-2n.

Aleshores, en la figura ombrejada hi ha un total de 2n? —2n quadrats. Si n =100, el
total de quadrats és 19800.
n-1

Solucié 2: El total de quadrats és: 22 2X, ja que per abaix (dalt) d’'una diagonal hi ha 2x

x=1

guadrats. Amb la calculadora Classwiz:

VT [ & Vo' @ n

99 99
EXE{Ex} Ex;;::l {(2x)

19800

Solucié Ignacio Larrosa Canestro (@ilarrosac):

Si els costats del quadrat inicial es divideixen en n partes iguals, el nombre de quadrats
gue es generen entre la mitat de les dues diagonals i un costat del quadrat inicial és:

n-(n—1
14+2+3+ - +(n—2)+(n—1)=¥
Per tant el nombre de quadrats que es generen és:
n-(n—1
C(n) =4-(—)=2n-(n—1)

2
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En particular, per a n = 100 = C(100) = 19800.

Maig 24-25:
F

A Els costats del triangle AABC s'han prolongat com
a mostra la figura de manera que BD = % AB, CE =
% BCi AF = % CA. Determina la proporcid entre les

C arees del triangle ADEF i del triangle AABC.
E
B
D

Solucid: Siga S =S ,5¢-

Quan dos triangles tenen la mateixa altura tenen les arees proporcionals a les bases.
F

1 1 13
S =S+3 =-S+-S|=—S.
DEF (2 4 j 4
Sper _ 13
Saec 4

Maig 28-29:
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F E
G, D
Donat el octogon regular ABCDEFGH de costat
AB = 12 cm, es dibuixen 4 quadrats sobre els
costats AB, CD, EF, GH. Calcula I'area de la zona
H C ombrejada (veure figura).
A B
D ———
12 cm

L'area ombrejada és igual a quatre vegades |'area del quadrat *KLMN.

AN =AB =12. .
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles E
A
AKH :
AK - gﬁ 62 c 0
KN=AN-AK=12-6V2.

M

L'area de la zona ombrejada és:

Somprejasa=4 KN = 4(12 - 6\/5)2 — 864 —576+/2 ~ 49.41cm?.

A B

12 cm

Maig 30-31:

En la figura, estan dibuixats dos quadrats
i 3 triangles equilaters de costats c. Amb
els seus centres s'ha dibuixat un

pentagon. Determina I'area, el perimetre
i els angles del pentagon.

Solucid: Siga ABCDE el pentagon. AE és la mediatriu del costat OP . DE és la mediatriu
del costat O_Q
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A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OKP :

or_Y3..
2

A
Aplicant la propietat del baricentre al triangle equilater OPQ :

— 1— 3

KE=ME =EN=-0K = X"¢.
3 6

a)
El perimetre del poligon ABCDE és:
P rscoe =4-N_+6-M_E=(2+\/§)c.
b)
L'area del quadrilater OMEN és:

1 143 ,
c™.

Somen = §SOPQ = 3 a4

L’area del poligon ABCDE és:

1 143 2++3
Pagcoe =2 Satom T3 Somen = Z'ZCZ +3[§TCZ} 2[ 2 JCZ-

c) Esté
ZOME = ZONE =90°, /NOM=60°.
ZMEN = 360°—(2- ZOME + Z/NOM)=120°.
Els angles del poligon ABCDE son:

A=C=90°, B=D=E=120°.



