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SOLUCIONES OCTUBRE 2019

PROBLEMAS PARA UTILIZAR PROGRAMAS GEOMETRICOS. Autor: Ricard Peird i Estruch. IES “Abastos”.
Valéncia

Octubre 1-2: Sea el hexagono regular ABCDEF. Sea P el punto medio del lado AB .

El segmento EP corta la diagonal FC en el punto Q. El segmento EP corta la

diagonal FC en el punto R. F

A
Calculad la proporcién entre las areas del cuadrilatero DEQR y del triangulo FPQ .

Solucién: Sea AB = c el lado del hexagono regular ABCDEF.

Sea M el punto medio de la diagonal FC, M es el centro del hexagono.

Wz%zc.SeaNelpuntomediodellado DE.Sea h=PM=MN. E N D
_ ) A — 1— 1
QR es paralela mediana del tridngulo DEP . Entonces, QR = EDE = Ec.
h
= =5 Zc—lc
Fo_FC-OR_ 2° _3, F M 3
2 2 a4 Q\ |/ *
El area del trapecio DEQR es:
c+£c
2 3 A P B
S = h=—ch.
DEQR 2 4

A
El drea del tridngulo FPQ es:

13 3
Stpo ==-—C-h=—ch.
PR 2 4 8

La proporcién entre las dreas del cuadrildtero DEQR y del tridngulo FPQ es:

3
SDEQR _ 4 _ o
Skpq §ch

8

Octubre 3-4: Sea P un punto interior de un hexagono regular. Unimos
el punto P con los vértices del hexagono regular formando 6 triangulos.
Pintamos los triangulos alternativamente de verde y blanco. Probad
gue la suma de las areas pintadas de verde es igual a la suma de las
areas pintadas de blanco.
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Solucién: Sea ABCDEF el hexagono regular de lado AB = c . El drea del hexagono regular ABCDE es:

S ABCDEF = 6[@(:2} = —3\2/5 c?.

Sean hy, h,, h; las distancias de O a los lados AB, CD, EF, respectivamente.
A A E D

1
Sverd =§(hl+h2 +h3)C (1)

Dibujamos las rectas AB, CD, y EF. La interseccion dos a dos de las

A
rectas forman el triangulo equilatero KLM: 7
KL =3c.
A
El drea del tridngulo equildtero KLM es igual a la suma de los
A A A

triangulos KLP, LMP , KMP : K A

J3

4
343
—-2C

4

A
La suma de las areas de los triangulos ABP , CDP , EFP es:
C
hl '
B

1
Skm = —(3¢)? = E(h1 +h, +h;)3c.

%(h1+h2 +hy)= (2).

Sustituyendo la expresion (2) en la expresion (1):

3V3

1
S E(h1+h2+h3)c=Tc

verd —

Entonces,

1
Sverd = E SABCDEF'

Por tanto, la suma de las areas pintadas de verde es igual a la suma de las areas pintadas de blanco.

D C
Octubre 5-6: Sea el rectangulo ABCD de area 120. Sea P el punto
— — 3= SSORS g
del lado AB tal que AP = ZAB . Los segmentos BD, CP dividen .
el rectdngulo ABCD en cuatro partes. Determinad el 4rea de las [
cuatro partes. v
R |
Solucidn: Sea S el drea del tridangulo PBQ. A P B
_ 1_
P=-AB C
2 D
Sea Q la interseccién de los segmentos @, CP.
Los triangulos PBQ y CDQ son semejantes y de razon 1:4.
La proporcién de las areas es:
Seeg [1)2 19S 48
Seoo \4) Q
S
Entonces:
A P B

SCDQ :16'8.
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PQ==C
Q 2 Q

A A
Los triangulos PBQ y CQB tienen la misma altura, las dreas son proporcionales a las bases:

Speg _PQ _1
SCQB E 4
Entonces:
Scog =4 S.

Seco = Scoo + Scos = 20S =%120 = 60.
S=3.
Scog =16-S=148.
Scos =4-S=12.
Sapop =19-S=57.

E C
Octubre 7-8: En la figura, AE =EQ =BC=CP =10, AQ =BP =12.
Los puntos A, P, Qi B estan alineados. Si el perimetro del pentdagono ABCDE D
es 52, calculad su area.
A P Q

A A
Solucidn: Los triangulos isosceles AEQ , PCB son iguales.

A A
Los triangulos AEQ , PBD son semejantes. Sea PQ = x.

El perimetro del pentagono ABCDE es 52:

Resolviendo la ecuacion:

A
Aplicando la férmula de Herdn, el drea del tridangulo AEQ es:

J32.8.12.12
Speo =", =48,

2 2
Seog — [2] = (ﬁj
Saee | AQ 8
9 27
Sepo = 6_448 et

El drea del pentagono ABCDE es:

27 357
Saecoe = 2" Saeq ~ Seog :2'48_72 a4
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Octubre 9-10: En la figura, los cuadrados son iguales de lado 10.
El centro del cuadrado superior es un vértice del cuadrado inferior. Dos vértices

del cuadrado superior pertenecen al cuadrado inferior. Calculad el drea y el
perimetro del poligono exterior que forman los dos cuadrados.

Solucidn: Sea ABCDEFG el poligono exterior que forman los cuadrados ABCG y ODEF.
El drea del poligono es igual al drea de dos cuadrados de lado 10 menos el area del

A
tridngulo OCG cuya area es la cuarta parte del cuadrado de lado 10.

1
SABCDEFGZZ'loz_Z‘loz =175 . o

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo isdsceles OCG:

O_C=g-10=5\/§.

CD=10-0C=10-5v2.
El perimetro del poligono es:
Pascocrs =5 AB+2-CD=5-10+2(10-5/2)=70-1012.

Octubre 11-12: En la figura hay dibujados 3 cuadrados de dreas 9 cm?,

16 cm? i 25 cm?. Calculad la proporcién entre el drea de la

zona coloreada i la de la zona no coloreada.

Solucidn: El lado del cuadrado pequeiio es AB =3cm.
El lado del cuadrado mediano es BC = 4 cm.
El lado del cuadrado grande es CD=DE=5cm.

AD =12 cm.

El area de la zona coloreada es:

Saoe = %12 -5 =30 cm?,

El drea de la zona no coloreada es igual a la suma de las dreas de los tres triangulos menos el area de la
zona coloreada:
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Spianc = (9+16 +25)—30 = 20 cm?.
La proporcidn entre las dreas de la zona coloreada i la zona blanca es:
Samoe 30 3

Sblanc 20 2 .

Octubre 13-20: Dado un cuadrado de lado a, prolongamos los lados, en el mismo
sentido, una magnitud ka. Demostrad que el cuadrilatero formado es un cuadrado.
Demostrad que los dos cuadrados tienen el mismo centro. Determinad el valor de k
para que la proporcién de las areas sea 3.

A A A

A
Solucidn: Los tridngulos rectangulos ASP , BPQ, CQR, DRS son iguales ya que tienen 0
iguales los catetos correspondientes. Entonces, los lados del cuadrildtero PQRS son
iguales. Siga o = ZAPS= /BQP.

Entonces, D C
ZBPQ=90°q.. R
ZSPQ= ZAPS+ /BPQ=90° e} "
Andlogamente los dangulos Q, R, S del cuadrilatero PQTS son rectos.
Entonces, PQRS es un cuadrado. Aplicando el teorema de Pitagoras al
y B

A
triangulo rectangulo BPQ, calculemos las medidas del cuadrado PQRS:

PQ” = (ka)? + ((1+k)a)? = (2k? + 2k +1)a2.

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo SPQ :
SQ° = 2.PQ°
Sea M el punto medio del lado BC.

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo MOAQ :
2
0Q’ = (%a}z +([%+ kjaJ = %(Zk2 + 2K +1)a2 = 3%2 :
Entonces, O_Q = %%, por tanto, O es el centro del cuadrado PQRS.
Determinemos el valor k tal que Spors =3 Sppcp-

Spoms =PQ" = (2k? + 2k +1)a?
(2k? + 2k +1)a® = 3a2.

2k? +2k-2=0.
Resolviendo la ecuacion:
W EA R
2 ()
1+\/§

:(D: .
2

%%
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Octubre 14-21:
En la figura, hay cinco cuadrados. Probad que las figuras

coloreadas tienen la misma area:

A
Solucidn: Nota: Sea un triangulo cualquiera PQR, si dibujamos los cuadrados PRTU, RQVW exteriores al

A A
tridngulo, entonces las areas de los tridngulos PQR, RTW son iguales.

| J A K L

A A _ N - P
Los tridngulos rectangulos AJD , BKA soniguales. Sea U = AK = x, Al =BK =Y. El drea del cuadrado IJDH

A
es x?. El 4rea del cuadrado KLMB es y?. El 4rea del cuadrado ABCD es x? +y?. El area del tridngulo AJD

es

S=—=xy.

Por la nota las areas de los triangulos AjD , HSC son iguales. Por la nota las areas de los triangulos BI%A ,

BQC son iguales. El area del pentagono ILMCH es: S, yych = 2(x2 +y2)+ 2xy . El area del trapecio ILMH es:
Simn = (X+Y)?.

El drea del triangulo HMC es: Simc = Simen — Simn = X2 + Y2 = S apcep - Aplicando la nota:

SCEF = SHMC = SABCD'
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Solucion de Ignacio Larrosa Cariestro (@ilarrosac)

AKGN = (QRNK) - AQGK — ARGN =
32_'_;'_-22 (@ + b) ~ 2ab=a® + b* = (EFGC)

teorema de Pitdgoras ADOG y AJPG respectivamente,
o que permite calcular Bas dreas de bos cuadr ados
DGHL y GV

ABEC = AEHF = ADCG = AFJG =
ADJG = AKGN = a* + ¥

ab
2

Ademas;
D3 = /5(2® + b2) + 6ab

KN = /5(a? 4 b?)  6ab

que se obtienen aplicando el teotema
de Pitagoras a 2(a+b) y |a—b] y
(a +b) y 2]a — b| respectvamente.
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s VvV R

Octubre 15-16: En la figura, PQRS es un cuadrado. Los puntos T, U, V, W

pertenecen a los lados del cuadrado de forma que PT =1, QU=2, RV =3y

SW = 4. Si el area del cuadrilatero TUVW es la mitad del area del cuadrado PQRS,

determinad la medida del lado PQ. w U
P o)

Solucién: Sea
%:xﬁ:x—l, U_R:X—Z, %:X—IB, WP =x—4.
El 4rea del cuadrilatero TUVW es la mitad del area del cuadrado PQRS, entonces la suma de las areas de los

A A A A
tridngulos PTW , TQU, URV y VSW es igual a la mitad del drea del cuadrado PQRS:
x—4+ 2(x-1) N (x-2)3 N (x-3)4 :£X2.
2 2 2 2 2

Simplificando:
x2 -10x+24=0.
Resolviendo la ecuacion x =6, 4.

La solucién x =4 no es validayaque x—4>0.

Octubre 17-18: En un dodecagono regular se han dibujado dos tridngulos,

uno de ellos equildtero. Probad que los dos tridngulos tienen la misma drea.

Solucidn: Sea ABCDEFGHIJKL el dodecagono regular de centro O. Los vértices A,

C son los lados del hexagono regular de centro O. Entonces, el centre O es

vértice del triangulo equilatero. El segmento EK es paralelo al segmento L

Gl . La distancia de O al segmento Gl es igual a la distancia de O al

segmento AC . A
Gl =AC.

Los dos tridngulos tienen igual la base vy la altura, entonces tienen la misma

area.
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Octubre 19: ¢ Cuantos tridangulos rectdngulos se pueden formar uniendo los
vértices de un poligono regular de 14 lados? 7

Solucidn: Para construir un tridngulo rectangulo la hipotenusa ha de ser un didmetro de la circunferencia
circunscrita al poligono regular. Un poligono regular de 14 lados tiene 7 diametros, uniendo vértices.
Para formar un tridngulo, necesitaremos un didmetro y cualquiera de los 12 vértices que restan. Entonces
el nimero de tridngulos rectangulos es:

7-12=84.

Generalizacion:

¢Cuantos tridangulos rectangulos se pueden formar uniendo los vértices de un poligono regular de 2n
lados?

Solucidn:

g(n—Z).

Octubre 22-23: El rombo PQRS de lado 1 y /SPQ=/SRQ=60°,
Z/PQR = /PSR=120°, tiene inscrito un rombo P’Q’R’S’. Sabiendo P
que el drea del rombo inscrito es igual a la mitad del 4rea del rombo PQRS,
calculad la medida del lado del rombo P’Q'R’S’.

A
Solucion: PQS es un tridngulo equilatero.

J3

Spors = 2 Spgs = 2712 =

k]
2
Sea
@:x, Q_P':y, P_P'=1—y, P_S':R_Q':l—x
El area del rombo P’Q’R’S’ es igual a la mitad del area del rombo PQRS. Entonces:

143

SP‘Q'R'S' =2 SP'QQ' +2-Sppg = 57 .

2%xy - sin120°+2%(1— X)(L—y)sin 60°= @.

3 e
XY'7+(1—X)(1—Y)7—T-



Pagina 10 de 14

Simplificando:

2xy+1—(x+y)=% (1)

A
Aplicando el teorema del coseno al triangulo P'Q'Q:
P'Q'2 =x? +y? —2xy -c0s120°.
Simplificando:
Sl 2 2
P'Q =x"+y°+xy.
A
Aplicando el teorema del coseno al tridngulo PP'S":
P'S” = (1-x)? +(1-y)? - 2(1- x)(1— y) - cos 60°.
Simplificando:
Ps’ =1-(x+y)+x>+y% —xy.
P’Q’R’S’ es un rombo, entonces, P'Q' = P'S':
X2 +y? +xy =1-(x+y)+x* +y® —xy.
Simplificando:
2xy =1-(x+Y) (2)
Consideremos el sistema formado por las expresiones (1) (2):

2xy=—%+(x+y)

2xy =1-(X+Y)
1

Sumando y restando las dos expresiones: 8

x+y—§
4

. . . ., 1 3
Las soluciones del sistema son las soluciones de la ecuacién z2 _§Z + 2 =0.

Resolviendo la ecuacion:

11
Z==,=
2 4
1 1
X== X==
Entonces 4 , 0 bien 2 .
gt yol
2 4
1
X p—
Supongamos que 11 .
Y73

La otra solucidon da el mismo resultado.
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Octubre 24-25:
En la figura sobre dos lados de un pentagono regular se han dibujado dos

rectdngulos. Un lado de cada rectdngulo se extiende hasta intersectarse en el
punto X. Determinad la medida del angulo x.

Solucién: Sea ABCDE el pentagono regular.

A=B=C=D=E=108°.
Sean DEFG y ABHI los rectangulos. Sea X la interseccién de las rectas
DGy IH. Sea P la interseccion de la recta DG y el lado BC del rectangulo.

La suma de los angulos interiores de un pentagono convexo es
180°(5 — 2) = 540°.

Consideremos el pentagono convexo ABPDE:
Z/BPD = 540°—(3-108°+90°) = 126°.
/BPX=180°—/BPD=180°-126°=54°.
ZPBH = 360°—(/ABH + ZABP) = 360°—(90°+108°) = 162° .

X = 360°—(«£BHX + £ZPBH + ZBPX) = 360°—(90°+162°+54°) = 54° .

Octubre 26-27: Sea un hexagono regular ABCDEF, inscrito en una

circunferencia de centro O y radio R. Sobre E, @, DE i EA se construyen,
hacia fuera semicircunferencias. Calculad la proporcién entre el drea limitada
por las semicircunferencias y la circunferencia circunscrita al hexagono y el area
del hexagono.

Solucidn: El area del hexdgono regular ABCDEF es igual al area de 6 tridngulos equilateros de lado R.

S aBcoEF = G(§R2} = %RZ .

. . o . . - . R .
El area de una de las linulas pequefias es igual al area del semicirculo de radio > menos el area de un

sector circular de 60° de radio R, mas el area de un tridngulo equildtero de lado R:
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2
s, = 1aR) Loz Breo[ 1., Bge
2 \2 6 4 24 4
AE = 3R.
Notemos que S,cr = S,ro- El area de una de las lUnulas grandes es igual al area del semicirculo de radio

J3

7R menos el area de un sector circular de 120° de radio R, mas el drea de un tridngulo equilatero de

lado R:

—T
4 24 4

2
Si, =17{§Rj —%nRZ +£R2 :( 1 +£JR2.

El drea sombreada es:
2
Sombrejada = 2(SLl + SLZ ) = \/§R
La proporcién entre el area limitada por las semicircunferencias y la circunferencia circunscrita al hexagono
y el drea del hexagono es:

Sombrejada _ \/§R2 2

S ABCDEF - 3\/§R2 3
2

S
Octubre 28-29: En la figura, PQ =QR =QS y /SPQ=3/QSR.
Determinad la medida del angulo ZQRS.
Solucién 1: P ' Q ' R
o =ZQSR.
ZSPQ=3a.

A
El tridangulo QRS es isdésceles, entonces:
Z/QRS=/QSR=a.
/PQS = /QSR+ ZQRS = 2a..

A
El tridngulo QRS es isdsceles, entonces:

/PSQ= /SPQ=30.

A
La suma de los angulos del triangulo PQS es 180°:

3o+ 30+ 20 =180°.

Entonces,

=22°30".
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Solucién 2:
a=/QSR.
/SPQ=3a.
En un triangulo si la mediana es igual a la mitad del lado sobre la que esta dibujada, el tridngulo es
rectangulo.
QS es la mediana del triangulo PRS y PQ =QR =QS . Entonces, /PSR =90°. El tridngulo QI?QS es
isdsceles, entonces:
ZQRS = /QSR=a.
/PRS+ ZSRP =90°.
o+ 30 =90°.
Resolviendo la ecuacion:

o
ZQRS =q = % = 22°30".

Octubre 30-31: En un cuadrado ABCD se marcan los puntos Ky L sobre los lados

AB y BC de modo que KB =LC . Sea P el punto de interseccién de los

segmentos AL i CK ..Demostrad que los segmentos DP y KL son
perpendiculares. =)

Solucién: Sea AB =c el lado del cuadrado. Sea x = KB=LC.

AK =BL =c —x. D N

Sea la recta que pasa por P y es perpendicular al lado AB que corta los
lados AB y CD enlos puntos M, N, respectivamente. Sea h=PN , y =DN.

A A
Los triangulos rectdngulos CNP , KBC son semejantes. Aplicando el
teorema de Tales:

h ¢ -
c-y X P

xh=c?-cy (1) A K| M B

A A
Los triangulos rectdngulos AMP , ABL son semejantes. Aplicando el teorema de Tales:

c-h c-x

y c
c?—ch=cy-xy (2)
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Sumando las expresiones (1) (2):

(c-xh=xy (3)

- - A A
Los segmentos DP y KL son perpendiculares si los tridngulos PND , KLB son semejantes.

De la expresion (3):

cC-X_y
=5 (@)

A A
Entonces, los triangulos PND, KLB son semejantes.



