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SOLUCIONES NOVIEMBRE 2019

PROBLEMAS PARA BACHILLERATO. PROBLEMAS DE LA CMO (Canadian Mathematical Olympiad)
(https://cms.math.ca/Competitions/CMO/ ) Seleccion: Rafael Martinez Calafat. Profesor jubilado.

Noviembre 1: Factorizar en los reales:

x* —11x% + 49
Solucién: Recordemos que todo polinomio con coeficientes reales se factoriza como el producto de
polinomios con coeficientes reales de grado cero, de grado uno o grado dos con discriminante negativo.
Como el polinomio es bicuadrado es facil tratar de obtener sus raices. Tendremos

11++/121—-196 1 5
x*—11x24+49=0 > x?= > =§i§1\/§€R

Como no hay raices reales no hay polinomios de grado uno. Como el término principal del polinomio es 1
tampoco hay polinomios de grado 0. Por tanto, en la descomposicién factorial del polinomio sélo pueden
aparecer dos polinomios de grado dos con discriminante negativo. Tendremos:

x*—11x*>+49 = (x* + Ax+B) - (x> + Cx + D)
=x*+(C+A)x3+ (D+AC+ B)x? + (AD + BC)x + BD

Igualando coeficientes:
C+A=0

D+AC+B=-11
AD+BC=0

BD =49
De la primera ecuacién tenemos C = - A y sustituyendo en las otras tres ecuaciones:

D—C2+B=-11
—CD+BC=C(B-D)=0{ (¥
BD = 49

De la segunda ecuacién tenemos C=00B =D. Si C=0, el sistema (*) queda:

D+B=—11}
BD =49

De la primera D = - (11 + B), que sustituyendo en la segunda lleva a B2+ 11B + 49 = 0, que no tiene soluciones
reales. Luego C # 0 y necesariamente B = D. Con ello el sistema (*) se transforma en:

2B—C?% = —11}
B2 =49

De la segunda ecuacion tenemos: B =D =+ 7. Y sustituyendo en la primera llegamos a:
C>=25(yconelloC=+5y-A=%5)0C%=-3(que es imposible). Luego:
x*—11x>4+49 = (x2 —5x+ 7) - (x> + 5x+ 7)

Solucién de Natalia Beltran Pérez (1 Batx-D, IES “José de Ribera” Xativa. Valéncia)

Como (x? + 7)? = x* + 14 x? + 49, tenemos:
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x*—11x%?+49 = x* +14x*> + 49 — 14x? — 11x*> = (x> + 7)? = 25x? = (x2 + 7+ 5x) (x®* + 7 — 5%x)

Noviembre 2-3: Dada una circunferencia escogemos aleatoriamente 50 puntos en su interior de manera
gue dos o mas cualesquiera de ellos no estan en el mismo didmetro de la circunferencia. Demostrar que
siempre hay un didmetro que deja 25 puntos en cada lado.

Solucién: Ninguno de los 50 puntos puede ser el centro de la circunferencia, pues si suponemos que el
centro es escogido entonces cualquier didmetro que contenga a cualquier otro punto contiene dos puntos
contradiciendo el enunciado.

N Supongamos escogidos los 50 puntos y dibujamos un
A diametro, por ejemplo, el de la figura (que designaremos
por N-S). Sélo uno de los 50 puntos puede estar en ese
diametro. Si no ocurre eso y hay 25 puntos en cada parte
ya tenemos demostrado el problema. Supongamos que

50-n hay n puntos en la parte derecha (n€{0, 1, 2, 3, -+, 24}) y 50
—no49—-nenlaizquierda (idéntico razonamiento se podra
49-n seguir suponiendo n puntos a la izquierday 50—no49—n

a la derecha). Empezamos a rotar el diametro en el sentido
contrario a las agujas del reloj. La variacidon de puntos a la
S derecha es de uno en uno (por la condicion de que no hay
dos o mas puntos en un diametro).

Al rotar el didmetro 180° tendremos que el didmetro S-N deja a su derecha 50 — n 0 49 — n puntos y a su
izquierda n puntos. Por lo tanto, en algin momento, algin didmetro deja a su derecha 25 puntos y a su
izquierda los otros 25. Con ello tenemos demostrado el enunciado.

Noviembre 4: Sea s(n) la suma de los digitos de n. Hallar:
2019

Z s(n) =s(1) +:- +s(2019)

k=1
Solucidn: Podemos prescindir de los ceros que aparecen en los nimeros, pues estos no alteran la suma.
Dividimos la suma solicitada en tres sumandos:
A=5(1)+5(2) +5(3) + reeeeeeeee +5(999)
B = 5(1000) + s(1001) + s(1002) + -+ + 5(1999)
C=5(2000) + s(2001) + s(2002) + ---- + 5(2019)

Para el sumando A, cada digito desde el uno al nueve aparece 100 veces en la posicidn de las unidades, otras
100 veces en a posicion de las decenas y otras 100 veces en la posicidn de las centenas. Por lo tanto:

A =300-1+300-2 + 300-3 + -+ + 300-9 = 300:(1 + 2 + 3 + -+ 9) = 300-45 = 13500

Para el sumando B tenemos que el digito 1 aparece 1000 veces en las unidades de millar, y de nuevo, cada
digito desde el uno al nueve aparece 100 veces en las unidades, otras 100 veces en las decenas y otras 100
veces en las centenas. Por lo tanto:

B =1000-1 + 300-1 + 300-2 + 300-3 + --- + 300-9 = 1000 + 300-(1 + 2 + 3 + -+ 9) = 1000 + 300-45 = 14500
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Para el sumando C tenemos que el digito 2 aparece 20 veces en las unidades de millar, el digito 1 aparece 10
veces en las decenas y 2 en las unidades y luego desde el 2 hasta el 9 aparecen 2 veces en las unidades y

ninguna en las decenas y centenas. Luego
C=220+112+22+2-3+-++29=40+12+2:(2+3 +--+9) =140

En definitiva:

2019

Z s(k) = 13500 + 14500 + 140 = 28140
k=1

Solucidén Ignacio Larrosa Caiiestro: Tendremos:

9 2019
Zs(k)=45; zs(k)=M+C+D+U
k=0 k=1

Como

U =45-(200 + 2) =9090; D =45:(20-10) + 10 =9010; C=45-2-100 = 9000; M = 1-1000 + 2-20 = 1040

Tendremos:

2019

Zs(k)=M+C+D+U=2814O

k=1
Noviembre 5-6: Supongamos que disponemos de 12 tridngulos equilateros y 6 cuadrados. Con ellos formamos
poligonos convexos. ¢ Cual es el mayor numero de lados de los poligonos convexos que podemos formar sin
tener solapamientos?

Solucidn:

5 cuadrados
12 triangulos B cuadrados
10 lados 12 triangulos

12 lados
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Noviembre 7: Calcular:

Solucidn: Tendremos:

x=_[3—-vV3+x, x?=3—-vV3+x, x?—-3=—/3+x,
x2=3)2=(—V3Fx) .x*—6x*+9=3+%  x*—6x>—x+6=0

1 0 6 -1 6
1 1 1 5 -6
1 1 5 -6 0
-2 -2 2 6
1 -1 -3 0

Por lo tanto:

x*—6x>—x+6=0=Cx—-1DE+2)x*—-x-3)
Y de aqui, tenemos:
1++13

2
Veamos cuales de los valores encontrados son solucién de la ecuacién propuesta. Como

x=1;, x=-2; x?—-x—3=0 = x=

sg (x) = sg jB—J3+ 3—V3+ =+

. 1-v13 . . . .
tendremos que los valores negativos x=-2y x = no son soluciones de la ecuacion. Sin embargo, x =1 si
lo es, pues:

1= /3—\/3+1=\/3—2=\/I
1+v13 . . . s . .z
Parax = tenemos que no es solucidn, pues, si lo fuese, también seria solucién de:

x? =3 =—-V3+x

Pero este valor no es solucién de esta Ultima ecuacidén, pues:

14+v13\° 1+v13
——) —3=—5—>0

primer miembro = ( >

segundo miembro = —
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C
Noviembre 8-9:
De un tridngulo AABC se sabe que BC=12cmy CA = 20 12
20 cm. Ademas, la bisectriz del dngulo C determina un
segmento de longitud 15 en lado AB. Calcular la
longitud del lado AB.
. B
A
Solucién 1: Sea AB = y. Por el toerema de la
C bisectriz
20 12
X y—x
20 12 Si el segmento de longitud 15 es el y — x, entonces:
_ 20 15 _
T T
° Y comoy—x =15 =y — 25 = y = 40. Pero los
‘a: X E y-x B segmentos 40, 20 y 12 no forman triangulo (pues
no cumplen la desigualdad triangular: 40 > 20 + 12
=32)
Luego necesariamente el segmento de longitud 15 es el segmento adjunto a AC. En este caso:
20 12 20 12 24
15 y—x 15 y-15 y
Solucidon 2: Supongamos en primer lugar que el segmento de C
longitud 15 es EB. Aplicando el teorema de los senos en ACEB y
en AACE 9/ a
20 12
15 12 12 12 20 12 x
sena senf sen(180—B) 20sen(180—f) 20sena .
15 - 20 180°-8
=15:-20=12-x = x= =25 :
X X 12 A X E 15 B
= AB =15+ 25 =40
Pero los segmentos 40, 20 y 12 no forman triangulo (por no C
cumplirse la desigualdad triangular). Asi que sélo puede medir 15
el segmento adyacente al vértice A. En este caso tendremos, al a/a
reiterar el teorema de los senos a ACEB y a AACE 20 12
x 12 12 12 20 12 15
sena senf sen(180—B) 20sen(180—f) 20sena 180°-B_/ B
1512 .
=x-20=12-15 = x= =9 = AB .
g TT 20 A 15 E x B

=15+9=24

Noviembre 10: Hallar los enteros que cumplen:

n(n3-5n2-11) > -3(3n2%+2)
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Solucidn: La inecuacién propuesta es equivalente a:
n*—-5n>—11n >-9n?-6 © n*—-5n®+9n?-11n+6=>0

Factorizamos el polinomio:

1 1 -4 5 -6
1 -4 5 -6 0
3 3 -3 6

guedando la inecuacién propuesta equivalente a:
m—-1D)Mm-3)1n?-n+2)=0

Y, para esta ultima tenemos:

1 +
Factorn—-1: n—-1=0 = n=1 ;
- e —— E +
3
Factorn—3: n—-3=0 = n=3
factorn’—=n+2:n’-n+2=0= n¢R
+ - +

m—-1)(M-3)n?-n+2)

Luego los enteros que verifican la inecuacién son todos los enteros excepto el 2

Noviembre 11-12: Sea AABC un tridngulo equilatero y P un punto arbitrario de su interior. Las perpendiculares
PD, PE y PF se dibujan a los tres lados del tridngulo. Probar que:

PD+PE+PF 1
AB+BC+CA 23

Solucién: Al tratarse de un tridngulo equilatero su altura es

aVv3
2

siendo a el lado del tridngulo. Puesto que, el punto P divide al

triangulo en tres triangulos de alturas PD, PE y PF, tenemos:
av3

aT_a'PD a-PE a-PF

Areaz2 2+2+2
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De donde:

aV3
PE+PD + PF = ——

(teorema de Viviani). Luego:

a3
PD+PE+PF 5 3 1
6 23

AB+AC+BC 3a 6

Noviembre 13: Hallar el valor de x que hace minima la expresién:

JE—1)2+ (x3-10)2 +/(x — 4)2 + (x3 — 4)2

Solucidn: La primera raiz es la distancia entre los puntos (1, 10)
y (x, x3). La segunda raiz es la distancia entre los puntos (4, 4) y 10
(x, x3). La suma serd minima cuando el punto (x, x3) sea la
interseccién de la curvay = x3y la recta que pasa por los puntos
(1,10)y (4,4):y = - 2:x + 12, es decir, cuando x sea la solucion

1, 10)

8
del sistema:
— o3
yox 342x—12=
y=—2x+12}:>x+ X 0 6
1 0 2 -12 (x,%%)
‘ 1 2 6 0
2 y=x?

x2+2x—12=(x—-2)x*?+2x+6)=0
X =2

= -2 ++-20

{X=_—6£[R§

2 2 f} 2 4 8

Por lo tanto, el valor mas pequeio de la expresién del enunciado sale cuando x = 2 y su valor es:

J2-12+(8-102+/(2-4)2+(8-4)2=3V5

Noviembre 14-15: Sea f una funcidn con las siguientes propiedades:

1.- f(n) esta definido Vn, entero positivo
2.-f(n) es un entero Vn, entero positivo
3.-f(2) =2

4.- f(m-n) = f(m)-f(n) ¥m, n enteros positivos
5.- Si m > n entonces f(m) > f(n)

Probar que f(n) = n Vn, entero positivo
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Solucidn:
Lema previo: f(2") = 2" VneN
Por induccién:
Por el axioma 3 tenemos f(2) = 2. Supongamos f(2") = 2"y veamoslo paran+1
f(2"1) = f(2-2") = {axioma 4} = f(2)-f(2") = {axioma 3 e hipdtesis de induccidon} = 2-2" = 2"

Por el lema tenemos que f coincide con la identidad en las potencias de 2. Estudiemos que pasa con los
naturales entre dos potencias de 2 consecutivas. Tenemos:

2<3<4=2%> = {axioma5}2=1(2)<f(3) < f(4) = 4. Luego f(3) es un natural entre 2y 4 = f(3) =

4=22<5<6<7<8=23 = {axioma5}4 =f(4) < f(5) < f(6) < f(7) < f(8) = 8. Luego f(5), f(6) y f(7) son naturales
distintos y ordenados entre 5y 7. Luego necesariamente: f(5) =5, f(6) =6y f(7) =

Vedmoslo en general: Entre 2"y 2™! hay 2" — 1 naturales:
2N <21 <2 2 < e < 242" —-1<2" 42" =220 =2
Por el axioma 5 tendremos.
N=f2M) < fRP+1) < 2P+ 2) < -oeee < f(2" + 2" —1) < f(2*1) = 20+t

Luego necesariamente f(2"+j) es un natural que forman una coleccién estrictamente creciente de 2" — 1
naturales entre 2" +1y 2", Por tanto:

f(2n+J) = 2n+j vje{ll 21 31 ) 2" - 1}

Por lo tanto, tenemos que f(n) =n VneN

Noviembre 16: Demostrar que:

Ve+1—-+Ve<VJe—Ve—-1

para cualquierc>1

Solucién: Tendremos:

c=>1 :(yzxzcreciente) c2=>12=1 > 0Sc2—1<c2 = (y = VX creciente) +/c? 1<\/_
=c = 2Jc2—-1<2c =2c+2 1<4c:>c+1+c—1+2J(c—1)(c+1)

<4c = (\/C+1+\/C—1) <4c = (y=+xcreciente) Vc+1+Vc—1<2Vc
=ve+ve = Ve+t1-+Ve<ve—vVe—-1

Solucidn de Ignacio Larrosa Cafiestro:

Ve+1—+ve<ve—ve—1

()

Ve+1+Ve—1<2c

§ (v = x? creciente)

2c+2y/(c—1)(c+ 1) < 4c
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()

2\/(c=D(c+1) < 2c
§ (v = x? creciente)
c?—1=(-1D(c+1)<c?
Noviembre 17: Hallar los enteros a, b y c que cumplen

a?+b*-8c=6

Solucidén: La ecuacién puede interpretarse como buscar potencias cuadradas que den resto 4 maddulo 8.
Tenemos, al considerar congruencias médulo 8:

a=0(8) = a2=0(8)
a=1(8) = a?=1(8)
a=2(8) = a?=4(8)
a=3(8) = a?=1(8)
a=4(8) = a?>=0(8)
a=5(8) = a?=1(8)
a=6(8) = a?=4(8)
a=7(8) = a?=1(8)

Y, ademas, para la suma de potencias tenemos:

b2\a%| 0(8) | 1(8)| 4(8)

0(8) | 0(8) | 1(8)| 4(8)

1(8) | 1(8)| 2(8) | 5(8)

4(8) | 4(8) | 5(8)| 0(8)

Luego a? + b%? # 6(8) = a? + b%2 — 8¢ = 6 no tiene soluciones

Solucién @Fedematico314: Puesto que 6 + 8c es par tendremos que a? + b? también debe serlo. Por tanto,
ay b deben tener la misma paridad. Si ambos fuesen pares a% + b? — 8c seria multiplo de 4 que es imposible
(pues 6 no es multiplo de 4). Supongamos pues que a =2x +1y b = 2y + 1, entonces:

8c=a?+b?—6=4x*>+4x+1+4y>’ +4y+1—-6=4(x*>+x+y?>+y—1)

Luego, necesariamente, el paréntesis debe ser multiplo de 2, pero esto es imposible pues x? — x es par, y? —
y es par, y al restarle una unidad, debe ser impar.

Por tanto, la ecuacién no tiene soluciones.
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Noviembre 18: Hallar:

;(k k)

Solucién: Tenemos, desarrollando el simbolismo:

Z(k-k!)=1-1!+2-2!+3-3!+ ------ +(—=1)-(m=1!+n-n!
k=1
Para cada sumando del segundo miembro, tenemos:
n-n'=[(n+1)—-1]-nl=Mm+1) n'—n'=(Mm+1) —n!
m-1D)-n—D!'=n-m—-1D!'=—(—-1!'=n!—(n—1)!
m=-2)m-2)=[m0-1)—-1] - m-2)!=0-1) - n—=-2)!—-(Mm—-2)!=m—-1)!—(n—2)!

3.-31=[(3+1)—1]-3!=(4)-31—3! = 41 — 3
2-21=[2+1)—-1]-21=(3)-2!-21 =31 - 2!

Con ello:

=1+@!=2D+ @ =-3) 4+ -(-DD+((n+D!—n!)=1!—2!+ (n + 1)!
=(m+1)-1

A
[

Noviembre 19-20: Sea AABC un tridngulo rectangulo isdsceles

con catetos de longitud 1. Sea P un punto cualquiera de la

hipotenusa. Sean Q y R los pies de las perpendiculares a los

catetos por P. Consideremos las areas de los triangulos AAPQ

y APBRy el drea del rectangulo QCRP. Probar que, no importa P
donde se escoja el punto P, la mayor de estas areas es, al

menos, 2/9
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Solucidn: Puesto que los triangulos ABRP y APQA son
semejantes (al ser los dos rectdngulos y tener iguales los
angulos de color verde, por tener lados coincidentes o
paralelos), tendremos:
x 1-y
==~ 2w =0-0-0-)

=l-y—x+xy =>1=y+x

1—x

Luego la ilustracion queda como aparece a la derecha, y las
areas de cada poligono son:

<2
APBR = >

(1—x)?

APQA =
Q 2

RPQC =2 x- (1 —x) = x — x?

y = x2 — x es una parabola invertida con vértice

V, que pasa por los puntos Gg) y (g g)

<=2 &

. 1 2 , /
Con ello, si x € [E’E] el area del rectangulo

RPQC es mayor o igual a g

| =

2
X , . . , .
y = esuna parabola no invertida con vértice

1

(0, 0), que pasa por (g,g) y (1,5).

Conello,six € E, 1] el area del triangulo APBR

. 2
es mayor o igual a 5
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1-x)? , . .
Z(T) es una pardbola no invertida con

vértice (1, 0), que pasa por G,g) y (0%)

Conello,six € [0, ﬂ el area del triangulo APQA

. 2
es mayor o igual a 5

Noviembre 21: Probar que para cualquier cuadrildtero convexo inscrito en un circulo de radio 1, la longitud

del lado mas corto es menor o igual a V2

Solucién: Lema: Sean a y b dos cuerdas perpendiculares de una circunferencia de diametro 2. Entonces:

a<b = a<+V2<b

Demostracion: Al ser las cuerdas perpendiculares, el triangulo que
forman tiene por hipotenusa un didmetro. Entonces al aplicar Pitagoras:

a’+b% =4
Perosi, a<b (y por tanto a2 < b?), tenemos:
2a® a*+b* 4 2b?

220 27 T o<l 2 5 a<2 <

2’ =—-<— S=2<—-=b a<vVv2 <b

Sea ahora un cuadrildtero convexo inscrito en una circunferencia de radio
1. Sean ai los dngulos que forman los lados. Algun angulo o > 90° (pues
si todos los angulos o, < 90° = Xa, < 4-90° =360°, en contra de que Xai =
360°). Sean a y c los lados que generan ese o, y supongamos que a < C.
Construimos entonces una cuerda perpendicular a a y supongamos que

su medida sea b. Aplicando el lema, tenemos a < V2

Si a, es el menor de los lados del cuadrilatero, ya esta todo demostrado. Si, por el contrario, hay en el

cuadrilatero, un lado con longitud més pequefia que a, digamos m, tendremos m < a < /2 y también
tenemos terminado el problema
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Noviembre 22-23: Sea AABC un triangulo con lados de longitudes a, b a
y c. La bisectriz por C corta al lado AB en D. Probar que la longitud de b
la bisectriz CD es:

C
Zabcosi
at+b

A

Solucidén 1: A partir del vértice B trazamos una paralela a la bisectriz
CD hasta encontrarse con E (en la prolongaciéon de AC). Trazamos,
también, una perpendicular a EB por C que corta a EB en F. Los
angulos de color azul son todos iguales (bien por ser alternos
intgernos, bien por tener lados coincidentes o paralelos). Asi que
ACBE es isésceles con CB = CE = a. Entonces en el triangulo ABCF:
C FB FB 2:-FB EB EB = 2 C
C0S==——=—= =— > = 2acos—
2 CB a 2-a 2a 2
Por ultimo, AACD = AAEB (por construccion), luego:

C
AC_AE _  _AC-EB b - 2acos
—_—=—— D = =
CD EB AE a+b
C Solucidn 2: Si a = b el tridangulo inicial es isosceles y CD es perpendicular a
b a AB y entonces:
C 2b C Zabcos%
Chb=a- —=—a- _——
A 5 = a cos2 2ba cos2 7D

Supongamos, pues que a # b. *Por el teorema de la bisectriz
a 4q

b p

Si aplicamos el teorema de los cosenosa q y p:

C
q?> =CD? + a2 — ZaCDcosE

C
p? = CD? + b? — ZbCDcosE

De donde:

a2 ¢ CD*+a®- ZaCDcos% C C
—=—= = a?. (CD2 + b? — 2bCDcos —) =b?- (CD2 +a% — ZaCDcos—)

2 2
b p CD? + b2 — 2bCDcos% 2 2

Operando se llega a:
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C
(a® — b?)CD = 2ab(a — b)cosz

Ycomoa—b =0

C Zabcos%
(a+b)CD = 2abcos§ = CD= T
C Solucidn 3: Tendremos al igualar el drea del triangulo grande con la suma
de los dos tridngulos pequefios:
b a 1alosinc = laCDsin ¢ + leDsin .2 CD(a + b)sinE
2 2 2 2 2 2 2
.B Y recordando el seno del angulo doble, tenemos:
y D - C C - C 2abcos%
A Zabsmzcosi =CD(a + b)smz = CD= 0

Noviembre 24: Sea n el menor natural tal que la suma de sus digitos es el mayor natural de dos cifras con
suma de digitos igual a 9. ¢ Cuantos divisores tiene n+1?

Solucidn: Si designamos por s(n) la suma de los digitos del nimero n, buscamos el menor n tal que s(n) es el
mayor numero de dos cifras con suma de digitos s(s(n)) igual a 9.

Si s(s(n)) =9y s(n) tiene dos cifras, los casos posibles son: s(n) € {90, 81, 18, 72, 27, 63, 36, 54, 45}.
El mayor de todos ellos es 90.

Ahora buscamos el mas pequefio n con s(n) =90, que obviamente es 9999999999 (pues cualquier otro natural
con s(n) =90 tiene mas cifras y por tanto es mayor que 9999999999). Entonces n + 1 = 10000000000 = 10%°
=510.210 | os divisores de n + 1 son de la forma 2*5P con a, B € {0, 1, 2, -+, 9, 10}. Es decir, n + 1 tiene (11-11
=) 121 divisores

Noviembre 25-26: A partir de los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 formamos numeros de nueve cifras sin repetir
ninguna. ¢ Cudl es la probabilidad de que el nimero resultante sea multiplo de 11°?

Solucidn: Recordemos la regla de la divisibilidad por 11: La suma de las cifras en lugar impar (X;) menos la
suma de cifras en lugar par (2p) es 0 o multiplo de 11. El mayor valorde Z;es (9+8+ 7+ 6+ 5=) 35 que lleva
asociado el menorvalorde Zpquees (1+2+3+4=)10. ElmenorvalordeZjes(1+2+3+4+5=)15que
lleva asociado el mayor valor de Xp que es (6 + 7 + 8 + 9 =) 30. Por lo tanto, los valores de X, - Zp van desde
(35—10=)25 hasta (15 —30 =) — 15. De aqui que los valores que hacen los numeros multiplos de 11 son: 22,
11, 0, - 11. Analicemos cada uno de esos valores posibles,

SiZi-2p=22,como X +2p=(1+2+3+4+5+6+7+8+9 =)45, tenemos al sumar las dos ecuaciones que
2-%, =67 que es un absurdo pues el primer miembro es par y el segundo impar.

Si X -Zp =0, como X + Zp = 45, tenemos al sumar las dos ecuaciones que 2-X; = 45 que es un absurdo pues
el primer miembro es par y el segundo impar.

Si X -Zp =11, como Z; + Zp = 45, tenemos al restar las dos ecuaciones que Xp =17
Si X -Zp=-11, como X + Xp = 45, tenemos al restar las dos ecuaciones que Zp = 28

Para el caso Zp = 17, tenemos 9 posibilidades:
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1,2,5,9,

1,2,6,8,

1,3,4,9,

1,3,5,8,

1,3,6,7,

1,4,5,7,

2,3,4,8,

2,3,5,7,

2,4,5,6
gue generan 9-4!-5! numeros al reordenar las cifras de los lugares pares y las cifras de los lugares impares
Para el caso Xp = 28, tenemos 2 posibilidades:

928,6,5,

98,74,
gue generan 2-4!-5! numeros al reordenar las cifras de los lugares pares y las cifras de los lugares impares.

Luego la probabilidad pedida es:

casos favorables _ 9-413514+2-4!.5! _ 11-4!-5! _ 11 _ 11
casos posibles 9! B 9! S 9.2-7 126

Noviembre 27: Sea dada la ecuacidn: x3 + 4x%> — 4x + a = 0. Hallar a para que las tres raices x1, X2 y X3 cumplan
X3 = X1°X2

Solucién: Recordemos las relaciones de Cardano-Vieta: Si
P(X) =apt+a;x+ azx2 + eeen + aka

tiene por raices: Xq, X5, ***+, Xy, entonces:

24
28
<
=]
Il
|
v
QL [ x
= |1
w
—

. a
nxi - (_1)ki )

Las dos primeras, junto con la relacién que han de cumplir las raices llevan al sistema

X XX-T--)I(_XZX+-)I(-3X: ;4 4% = X1 +X + XX, = —4 } X1+ X+ X1 X, = —4 }
1 X2 1 X3 3°%2 =~ —
X, - X, = X5 X1 Xy + XXy + Xy X5 = —4 X1 X2(1+ %1 + %) = —4

En el ultimo sistema las incognitas aparecen en la forma x; + X, y X; - X,. Efectuando el cambio x; +x, =
t y X; - X, = u, el sistema se transforma en:
t+u=-4 }
u(l+t) =—-4
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cuyas solucionesson:u=1yt=-5u=-4yt=0
La primera solucidén aporta el sistema:
X1 . XZ = 1 }
X1 + Xy = _5

con soluciones:

_ —5+421 —5—+21

X1 ,XZ -

2 2
que llevan a:
25 —-21
X3 =X1 "X =— =
con lo que, utilizando la tercera relacion de Cardano-Vieta, lleva a:
-54++21 —-5-+21
a=—X; Xy X3=(-1)- 5 . 5 =—
La segunda solucioén aporta el sistema:
X Xy = —4}
X, +X, =0
con soluciones:
X, = 2, X, = —2

que llevan a:
X3=X1'X2=2'(_2)=_4‘
con lo que, utilizando la tercera relacién de Cardano-Vieta, lleva a:
a=—X; Xy -X3=(-2)-(-2):-(—4)=-16
az

Noviembre 28-29: Probar que si 2—1 == 2—3 Y P1, P2 Y p3 no son todos nulos, entonces:
1 2 3

(a1>n _ piaj + pzaz + pzag
by p1bi + p2b3 + psbg

para todo entero positivo n

Solucidn: Lema previo:

A C A+C A C
B°D B+D B D
Demostracion: Si
A C
E-D = AD =BC
Por otra parte:
A+C A C
(A+CB=AB+CB=AB+AD=A(B+D) = B+D-B-D

Vamos por el problema. Supongamos que p1 # 0, entonces:

(a1>“ _al  piay
b,/

b} B p.1b?
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Si p2 =0, entonces:

(3)“ _ Pial _ piaj +poa;
by pibY  pibl +p;b3

Si p2 # 0, entonces:

_ piaj
(i)“ _ " psbf ey (al) pial + poaj
by _ (a_z)n _ a3 _ P233 by p1bY + p;b3
b, b2 p2b;

Si p3=0, entonces

a;\" _ pi1ai +paa; _ pia; +ppay + +psag
(b_1> B pib? + p2b; - p1b? + p2bz + psb3
Si ps# 0, entonces
_ pi1ay +pay
ar\" ~ pib! +pyb} e ra, piaj + p;az + psag
(_> e (%)“ _ a3 _ Ppsa; > (bl) p1b! + pob; + psb3

bs @ B psbz

Noviembre 30: Sea c la hipotenusa de un triangulo rectdngulo con catetos a y b. Probar que a + b < /2c.

¢Cuando se da la igualdad?

Solucién: Tendremos:

a c (a+ b)? = a? + b? + 2ab = {Pitagoras} = c? + 2ab
Como la funciény = Vxes inyectiva
b at+b=+c2+2ab (%)
Ahora:

0<(@-b)2=a?2+b?>—2ab=c?>—-2ab = c?—-2ab>0 = c?>2ab
Y por Gltimo en (*) tenemos, al ser y = /X creciente:

a+b=+c2+2ab< Jc2+c2=cV2

La igualdad se da cuando c? = 2ab. El area del tridngulo

m puede calcularse como:
c-h ab
—=—>=ch=ab

c/2 cl2 2 2

Sic? =2ab
c? N N c
—=ch = h==
2 2
Es decir, la igualdad se da, cuando el triangulo, aparte de ser rectangulo, es isdsceles, es decir un triangulo

90°-45°-45°



