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SOLUCIONS NOVEMBRE 2019

PROBLEMES PER A BATXILLERAT. PROBLEMES DE LA CMO (Canadian Mathematical Olympiad)
(https://cms.math.ca/Competitions/CMO/ ) Seleccio: Rafael Martinez Calafat. Professor jubilat.

Novembre 1: Factoritzar en els reals:

x* —11x% + 49
Solucid: Recordem que tot polinomi amb coeficients reals es factoritza com el producte de polinomis amb
coeficients reals de grau zero, de grau un o grau dos amb discriminant negatiu. Com el polinomi és biquadrat
és facil tractar de obtindré les seues arrels. Tindrem

11++/121—-196 1 5
x*—11x24+49=0 > x?= > =§i§1\/§€R

Com no hi ha arrels reals no hi ha polinomis de grau un. Com el terme principal del polinomi és 1 tampoc hi
ha polinomis de grau 0. Per tant, en la descomposicié factorial del polinomi només poden aparéixer dos
polinomis de grau dos amb discriminant negatiu. Tindrem:

x*—11x*>+49 = (x* + Ax+B) - (x> + Cx + D)
=x*+(C+A)x3+ (D+AC+ B)x? + (AD + BC)x + BD

Igualant coeficients:
C+A=0

D+AC+B=-11
AD+BC=0

BD =49
De la primera equacié tenim C = - A i substituint en les altres tres equacions:

D—C2+B=-11
—CD+BC=C(B-D)=0{ (¥
BD = 49

De la segona equacio tenim C=00B =D. Si C=0, el sistema (*) queda:

D+B=—11}
BD =49

De la primera D = - (11 + B), que substituint en la segona porta a B> + 11B + 49 = 0, que no té solucions reals.
Per tant C# 0 necessariament B =D. Amb el que, el sistema (*) es transforma en:

2B—C?% = —11}
B2 =49

De la segona equacio tenim: B = D =+ 7. substituint en la primera arribem a:
C?=25(iambelqueC=%+5y-A=1+5)0C?=-3(que es impossible). Per tant:
x*—11x>4+49 = (x2 —5x+ 7) - (x> + 5x+ 7)

Solucié de Natalia Beltran Pérez (1 Batx-D, IES “José de Ribera” Xativa. Valéncia)

Com (x2+ 7)2 = x* + 14 x? + 49, tenim:
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x*—11x%?+49 = x* +14x*> + 49 — 14x? — 11x*> = (x> + 7)? = 25x? = (x2 + 7+ 5x) (x®* + 7 — 5%x)

Novembre 2-3: Donada una circumferéencia triem aleatoriament 50 punts en el seu interior de manera que
dos o més qualssevol d'ells no estan en el mateix diametre de la circumferéncia. Demostrar que sempre hi
ha un diametre que deixa 25 punts en cada costat.

Solucid: Cap dels 50 punts pot ser el centre de la circumferéencia, perqueé si suposem que el centre és triat
llavors qualsevol diametre que continga a qualsevol altre punt conté dos punts contradient I'enunciat..

N Suposem triats els 50 punts i dibuixem un diametre, per
e exemple, el de la figura (que designarem per N-S). Només
un dels 50 punts pot estar en aquest diametre. Si no ocorre
aix0 i hi ha 25 punts en cada part ja tenim demostrat el
problema. Suposem que hi ha n punts en la part dreta

50-n (ne{0,1,2,3,,24})i50-n o049 -nenl'esquerra (idéntic
raonament es podra continuar suposant n punts a
49-n I'esquerrai 50 —n 049 —n a la dreta). Comencem a girar el

diametre en el sentit contrari a les agulles del rellotge. La
variacio de punts a la dreta és d'un en un (per la condicid
S gue no hi ha dues o més punts en un diametre).

En girar el diametre 180° tindrem que el diametre S-N deixa a la seua dreta 50 —n 0 49 — n puntsi a la seua
esquerra n punts. Per tant, en algun moment, algun diametre deixa a la seua dreta 25 punts i a la seua
esquerra els altres 25. Amb aix0 tenim demostrat I'enunciat.

Novembre 4: Siga s(n) la suma dels digits de n. Trobeu:
2019

Z s(n) =s(1) +:- +s(2019)

k=1
Solucid: Podem prescindir dels zeros que apareixen en els nimeros, ja que aquestos no alteren la suma.
Dividim la suma sol-licitada en tres sumands:
A=5(1)+5(2) +5(3) + reeereeene +5(999)
B = 5(1000) + s(1001) + s(1002) + ---- + 5(1999)
C=5(2000) + s(2001) + s(2002) + ---- + 5(2019)

Pel sumando A, cada digit des de I'u al nou apareix 100 vegades en la posicié de les unitats, altres 100 vegades
en a posicié de les desenes i altres 100 vegades en la posicié de les centenes. Per tant:

A =300-1+300-2 + 300-3 + -+ + 300-9 = 300:(1 + 2 + 3 + -+ 9) = 300-45 = 13500

Pel sumando B tenim que el digit 1 apareix 1000 vegades en les unitats de miler, i de nou, cada digit des de
I'u al 9 apareix 100 vegades en les unitats, altres 100 vegades en les desenes i altres 100 vegades en les
centenes. Per tant:

B =1000-1 + 300-1 + 300-2 + 300-3 + --- + 300-9 = 1000 + 300:(1 + 2 + 3 + -+ 9) = 1000 + 300-45 = 14500
Pel sumando C tenim que el digit 2 apareix 20 vegades en les unitats de miler, el digit 1 apareix 10 vegades

en les desenes i 2 en les unitats i després des del 2 fins al 9 apareixen 2 vegades en les unitats i cap a les
desenes i centenes. Per tant:



C=220+112+22+23+--+29=40+12+2:(2+3 + - +9) =140

En definitiva:

2019

Z s(k) = 13500 + 14500 + 140 = 28140
k=1

Solucié Ignacio Larrosa Cafiestro: Tindrem:

9 2019
Zs(k)=45; zs(k)=M+C+D+U
k=0 k=1

Com
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U =45-(200 + 2) =9090; D =45:(20-10) + 10 = 9010; C =45-2-100 = 9000; M = 1-1000 + 2-20 = 1040

Tindrem:

2019
Zs(k)=M+C+D+U=2814O
k=1

Novembre 5-6: Suposem que disposem de 12 triangles equilaters i 6 quadrats. Amb ells formem poligons
convexos. Quin és el major nombre de costats dels poligons convexos que podem formar sense tenir

solapaments?

Solucié:

5 quadrats
12 triangles 6 quadrats
10 costats 12 triangles

12 costats
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Novembre 7: Calculeu:

Solucid: Tindrem

X = /3—\/3+X, x?=3—-vV3+x, x?—-3=—/3+x,
x2=3)2=(—V3Fx) .x*—6x*+9=3+%  x*—6x>—x+6=0

1 0 -6 -1 6
1 1 1 -5 -6
1 1 -5 -6 0
-2 -2 2 6
1 -1 -3 0
Per tant:
x*—6x>—x+6=0=x—-1DE+2)x*-x-3)
I, d’aci:
1++v13
x=1; x=-2; x*-x—3=0 > X= 0

Vegam quins dels valors trobats son solucid de I'equacié proposada. Com

. . . 1-V13 , . . oy .
tindrem de els valors negatius x =-2ix = no soén solucions de I'equacié. No obstant aix0, x = 1 si ho
és, doncs:
1= /3—\/3+1=\/3—2=\/T
1+v13 . , . s . , . .y
Perax= tenim que no és solucié, doncs, si ho fora, també seria solucidé de:

x? =3 =—-V3+x

Perd aquest valor no és solucié d'aquesta ultima equacid, doncs:

3=———>0
2

1+\/13>2 1+v13
2

primer membre = (

1++/13
<0

segon membre = — |3 + >
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C
Novembre 8-9:
D'un triangle AABC se sap que BC=12cm i CA=20cm. 20 12
A més, la bisectriu de I'angle C determina un segment
de longitud 15 en el costat AB. Calcular la longitud del
costat AB. .
. B
A
C Solucid 1: Siga AB = . Pel toerema de la bisectriu
20 12
X y—x
20 12 Si el segment de longitud 15 és el y — x, aleshores:
20 - 15
T T
. lcomy—x=15=y—25=y=40. Pero els segments
» X E y-x B 40, 20 i 12 no formen triangle (per no complir la
A desigualtad triangular: 40 > 20 + 12 = 32)

Per tant necessariament el segment de longitud 15 és el segment adjunt a AC. En aquest cas:
20 12 20 12

15 y—x 15 y-15 y
Solucié 2: Suposem en primer lloc que el segment de longitud 15 C
és EB. Aplicant el teorema dels sinus en ACEB i en AACE 4
15 12 12 12 20 12 x 20 ’
sena senf sen(180—B) 20sen(180—f) 20sena 12
15-20
=215:-20=12-x = x= 1 =25 180°-8
= AB = 15 + 25 = 40 ; < £ 15 B
Pero els segments 40, 20 i 12 no formen triangle (per no complir- C
se la desigualtat triangular). Aixi que sols pot mesurar 15 el
segment adjacent al vértex A. En aquest cas tindrem, al reiterar a/a
el teorema dels sinus a ACEB i a AACE 20 12
x 12 12 12 20 12 15
sena senf sen(180—B) 20sen(180—f) 20sena 180°-B_/ B
15-12 .
=2x:20=12-15 = x= =9 = AB . B
20 A 15 E X
=154+9=24

Novembre 10: Trobeu els enters que compleixen:

n(n3-5n2-11) > -3(3n%+2)

Solucié: La inequacio proposada és equivalent a:
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n*—5n3—11n > -9n%2 -6 © n*—5n>+9n%2—-11n+6=>0

Factoritzem el polinomi:

la inequacié proposada és equivalent a:
m—-1DMm-3)1n?-n+2)=>0

|, per a aquesta ultima tenim:

1 +
Factorn—-1: n—-1=0 = n=1 ;
- e —— E +
3
Factorn—3: n—-3=0 = n=3
factorn’—=n+2:n’-n+2=0= n¢R
+ - +

m—-1D0m-3)n*-n+2)

Per tant els enters que verifiquen la inequacié sén tots els enters excepte el 2

Novembre 11-12: Siga AABC un triangle equilater i P un punt arbitrari del seu interior. Les perpendiculars PD,
PE i PF es dibuixen als tres costats del triangle. Proveu que:

PD+PE+PF 1
AB+BC+CA 23

Solucié: Al tractar-se d'un triangle equilater, la seua altura és

aVv3
2

sent a el costat del triangle. Ateés que, el punt P divideix el
triangle en tres triangles d'altures PD, PE i PF, tenim:
av3
aT_a'PD a-PE a-PF

Areaz2 2+2+2
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D’aci

aV3
PE+PD + PF = ——

(Teorema de Viviani). Per tant

a3
PD+PE+PF 5 3 1
6 23

AB+AC+BC 3a 6

Novembre 13: Trobeu el valor de x que fa minima |'expressio:

\/(X—1)2+(X3—10)2+\/(X—4)2+(X3—4)2

Solucid: La primera arrel és la distancia entre els punts (1, 10) 1, 10)
i (x, x3). La segona arrel és la distancia entre els punts (4, 4) i bt
(x, x3). La suma sera minima quan el punt (x, x3) sigui la
intersecci6 de la corba y = x3 i la recta que passa pels punts (1,

10)i (4,4):y=-2-x+ 12, és a dir, quan x sigui la solucié de 8
sistema:
— 3

y=x 3 _
= 2x — 12 =

y=-2x+ 12} X0 ox 0 ¢

1 0 2 12 (xx?)
2 2 4 12 4 (4, 4)
‘ 1 2 6 0
2 y=x*

x3+2x—12=(x—-2)x?+2x+6)=0

Xx=2
> -2 ++v-20
{XZ%QR 2 /} 2 4 3

Per tant, el valor més petit de I'expressié de I'enunciat surt quan x = 2 i el seu valor és:

J2-12+(8-102+/(2-4)2+(8-4)2=3V5

Novembre 14-15: Siga f una funcié amb les seglients propietats:

1.- f(n) esta definit Vn, enter positiu
2.-f(n) és un enter Vn, enter positiu
3.-f(2)=2

4.- f(m-n) = f(m)-f(n) ¥m, n enters positius
5.- Si m > n aleshores f(m) > f(n)

Proveu que f(n) = n Vn, enter positiu
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Solucio:
Lema previ: f(2") = 2" VneN
Per induccio:
Per I'axioma 3 tenim f(2) = 2. Suposem f(2") =2"ivegem-hoperan+1
f(2m1) = f(2-2") = {axioma 4} = f(2)-f(2") = {axioma 3 i hipotesi d’induccid} = 2-2" = 2"

Pel lema tenim que f coincideix amb la identitat en las poténcies de 2. Estudiem que passa amb els naturals
entre dues poténcies de 2 consecutives. Tenim:

2<3<4=2% = {axioma5}2=1f(2) < f(3) < f(4) = 4. Per tant f(3) és un natural entre 2i 4 = f(3) =

4=22<5<6<7<8=23 = {axioma 5} 4 =f(4) < f(5) < f(6) < f(7) < f(8) = 8. Per tant f(5), f(6) i f(7) sdn naturals
distints i ordenats entre 5i 7. Per tant, necessariament: f(5) =5, f(6) =6 f(7) =

Vegem-ho en general: Entre 2" i 2" hi ha 2" — 1 naturals:
2" < 2" 1 <2 2 < e < 242" —-1<2" 42" =220 =2
Per I'axioma 5 tindrem.
N=f2M) < fRP+1) < 2P+ 2) < -oeee < f(2" + 2" —1) < f(2*1) = 20+t

Per tant, necessariament f(2"+j) és un natural que formen una col-leccié estrictament creixent de 2" — 1
naturals entre 2" +1i 2", Per tant:

f(2n+J) = 2n+j vje{ll 21 31 ) 2" - 1}

Per tant, tenim que f(n) = n VneN

Novembre 16: Demostreu que:

Ve+1—-+Ve<VJe—Ve—-1

Per a qualsevol c > 1

Solucié: Tindrem:

c>1 :(yzxzcreixent) 02212=1 > 0Sc2—1<c2 = (y = Vx creixent) +/c2 1<\/_
=c = 2J/c2—-1<2c 22c+2yc2—1<4c = c+1+c—1+2{/(c—D(c+1)

<4c = (\/C+1+\/C—1) <4c = (y=+xcreixent)Vc+1++vVc—1<2vc
=vc+ve = Ve+1-ve<ve—Ve—-1

Solucié de Ignacio Larrosa Cafiestro:

Ve+1—+ve<ve—ve—1

()

Ve+1+Ve—1<2c

¢ (y = x? yy = +/x creixent)

2c+2y/(c—1)(c+ 1) < 4c



()

2\/(c=D(c+1) < 2c

¢ (y =x?yy = +/x creixent)

c?—1=(-1D(c+1)<c?

Novembre 17: Trobeu els enters a, b i c que compleixen

aZ+b%2-

8c=6
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Solucid: L’equacio pot interpretar-se com buscar poténcies quadrades que donen residu 6 modul 8. Tenim,

al considerar congruéencies modul 8:

| a més, per a la suma de potéencies tenim:

a=0(8) = a2=0(8)
a=1(8) = a?=1(8)
a=2(8) = a?=4(8)
a=3(8) = a?=1(8)
a=4(8) = a?=0(8)
a=5(8) = a?=1(8)
a=6(8) = a?=4(8)
a=7(8) = a?=1(8)
b?\a%| 0(8) | 1(8)| 4(8)
0(8) | 0(8)| 1(8) | 4(8)
1(8) | 1(8)| 2(8)| 5(8)
4(8) | 4(8)| 5(8) | 0(8)

Pertant a2 + b%? # 6(8) = a? + b? — 8c = 6 no té solucions

Solucié @Fedematico314: Ja que 6 + 8c és parell tindrem que a2 + b? també deu ser-ho. Per tant, a i b deuen
tenir la mateixa paritat. Si ambdds fossin parells a? + b2 — 8c seria multiple de 4 que es impossible (perqué 6
no es multiple de 4). Suposem que a=2x+1ib =2y + 1, aleshores:

8c=a?+b?—6=4x>+4x+1+4y* +4y+1—-6=4x*+x+y*+y—1)

Per tant, necessariament, el claudator deu ser multiple de 2, perd axé es impossible perqué x2 + x és parell,
y2 +vy és par, i al restar-li una unitat deu ser imparell.

Per tant, I’equacid no té solucions
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Novembre 18: Trobeu:

;(k k)

Solucid: Tenim, desenvolupant el simbolisme:

Z(k-k!)=1-1!+2-2!+3-3!+ ------ +(—=1)-(m=1!+n-n!
k=1
Per a cada sumand del segon membre, tenim:
n-n'=[(n+1)—-1]-nl=Mm+1) n'—n'=(Mm+1) —n!
m-1D)-n—D!'=n-m—-1D!'=—(—-1!'=n!—(n—1)!
m=-2)m-2)=[m0-1)—-1] - m-2)!=0-1) - n—=-2)!—-(Mm—-2)!=m—-1)!—(n—2)!

3.-31=[(3+1)—1]-3!=(4)-31—3! = 41 — 3
2-21=[2+1)—-1]-21=(3)-2!-21 =31 - 2!

Amb aixo:

=1+@!=2D+ @ =-3) 4+ -(-DD+((n+D!—n!)=1!—2!+ (n + 1)!
=(m+1)-1

A
[

Novembre 19-20: Siga AABC un triangle rectangle isosceles
amb catets de longitud 1. Siga P un punt qualsevol de Ia
hipotenusa. Siguen Q i R els peus de les perpendiculars als
catets per P. Considerem les arees dels triangles AAPQ i
APBR i |'area del rectangle QCRP. Provar que, no importa on
es trie el punt P, la major d'aquestes arees és, almenys, 2/9
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Solucio: Com que els triangles ABRP i APQA son
semblants (a I'ésser els dos rectangles i tindre iguals els
angles de color verd, per tindre costats coincidents o
paral-lels), tindrem:
x 1-y
==~ 2w =0-0-0-)

=l-y—x+xy =>1=y+x

1—x

Per tant la il-lustracié queda com apareix a la dreta, i les arees
de cada poligon son:

<2
APBR = >

_ 2
APQA = %

RPQC =2 x- (1 —x) = x — x?

11
v(z2)
24 y = x2 — x és una parabola invertida amb vértex

V, que passa pels punts Gg) i (g g)

<=2 &

Amb aixo, six € E,é] I'area del rectangle RPQC

, . . 2
és major oigual a 5

| =

2
X, N . . \
y = ésuna parabola no invertida amb vertex

1

(0, 0), que passa per (g,g) i (1,5).

Amb aixo, si x € E, 1] I’area del triangle APBR

. . 2
es major oigual a 5
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1-x)% , . . .
=4 és una parabola no invertida amb

vértex (1, 0), que passa per G,g) i (0%)

Amb aixo, si x € [0, ﬂ I’area del triangle APQA

. . 2
es major oigual a 5

Novembre 21: Proveu que per a qualsevol quadrilater convex inscrit en un cercle de radi 1, la longitud del
costat més curt és menor o igual a V2

Solucid: Lema: Siguen a i b dues cordes perpendiculars d'una circumferéncia de diametre 2. Llavors:

a<b = a<+V2<b

Demostracid: A I'ésser les cordes perpendiculars, el triangle que formen
té per hipotenusa un diametre. Llavors en aplicar Pitagores:

a’+b%=4
Perdsi, a<b ((i per tant a% < b?), tenim:
2a® a*+b* 4 2b?
2:_< - = = < — = 2 < <
a ST > 2< > b2 = a<Vv2 <b

Siga ara un quadrilater convex inscrit en una circumferencia de radi 1.
Siguen ai els angles que formen els costats. Algun angle a; > 90° (perque
si tots els angles o < 90° = Zaii < 4-90° =360°, en contra que Za, = 360°).
Siguen a i c els costats que generen aquest a; i suposem que a < c.
Construim llavors una corda perpendicular a a i suposem que la seua
mesura siga b. Aplicant el lema, tenim a < V2

Si a, és el menor dels costats del quadrilater, ja esta tot demostrat. Si, per contra, hi ha en el quadrilater, un
costat amb longitud més xicoteta que a, diguem m, tindrem m < a < v/2 i també tenim acabat el problema
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Novembre 22-23: Siga AABC un triangle amb costats de longituds a, b a
i c. La bisectriu per C talla al costat AB en D. Proveu que la longitud de b
la bisectriu CD és:

C
2abcos§
a+b

Solucid 1: A partir del vertex B tracem una paral-lela a la bisectora CD
fins a trobar-se amb E (en la prolongacio d'AC). Tracem, també, una
perpendicular a EB per C que curta a EB en F. Els angles de color blau
son tots iguals (bé per ser alterns interns, bé per tindre costats
coincidents o paral-lels). Aixi que ACBE és isosceles amb CB = CE = a.

Llavors en el triangle ABCF:
C FB FB 2-FB EB = 2 C
—_——_—=—= = — = = —
52T a 2-a 2a acosy

A més, AACD = AAEB (per construccid), per tant:

C
AC_AE _  _AC-EB b - 2acos
—_—=—— D = =
CD EB AE a+b
C Solucidn 2: Si a = b el triangle inicial és isosceles i CD es perpendicular a AB
b i aleshores:
a
C 2b C Zabcos%
Chb=a- —=—a- _——
A 5 = a cos2 2ba cos2 7D

Suposem, doncs que a # b. Pel teorema de la bisectriu
a q

b p

Si apliquem el teorema dels cosinus a q i p:

C
q?> =CD? + a2 — ZaCDcosE

C
p? = CD? + b? — ZbCDcosE

a2 ¢ CD*+a®- ZaCDcos% C C
— = = a?. (CD2 + b? — 2bCDcos —) =b?- (CD2 +a% — ZaCDcos—)

> =
p CD? + b2 — 2bCDcos% 2 2

Operant es plega a:
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C
(a® — b?)CD = 2ab(a — b)cosz

lcoma—-b=#0

C Zabcos%
(a+b)CD = 2abcos§ = CD= T
C Solucié 3: Tindrem en igualar I'area del triangle gran amb la suma
d’arees dels dos triangles xicotets:
b a 2 absinC = ~aCDsin + L beDsing = = CD(a + b)sinE
2 2 2 2 2 2 2
B | recordant el sinus de I'angle doble, tenim:
y D - C C - C 2abcos%
A Zabsmzcosi =CD(a + b)smz = CD= 0

Novembre 24: Siga n el menor natural tal que la suma dels seus digits és el major natural de dues xifres amb
suma de digits igual a 9. Quants divisors té n+1?

Solucid: Si designem per s(n) la suma dels digits del nimero n, busquem el menor n tal que s(n) és el major
numero de dues xifres amb suma de digits s(s(n)) igual a 9.

Si s(s(n)) =9 s(n) té dues xifres, els casos possibles son: s(n) € {90, 81, 18, 72, 27, 63, 36, 54, 45}.
El major de tots ells és 90.

Ara busquem el més xicotet n amb s(n) = 90, que dbviament és 9999999999 (perquée qualsevol altre natural
amb s(n) =90 té més xifres i per tant és major que 9999999999). Llavors n + 1 = 10000000000 = 100 =520.210,
Els divisors de n + 1 sén de la forma 2*5f amb o, B € {0, 1, 2, -+, 9, 10}. Es a dir, n + 1 té (11-11 =) 121 divisors

Novembre 25-26: A partir dels digits 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 i 9 formem numeros de nou xifres sense repetir cap.
Quina és la probabilitat que el nimero resultant siga multiple de 11?

Solucid: Recordem la regla de la divisibilitat per 11: La suma de les xifres en lloc imparell (£;) menys la suma
de xifres en lloc parell (Zp) es 0 o multiple de 11. El major valor de Z,és (9 +8 + 7 + 6 + 5 =) 35 que porta
associat el menor valor de Zp que és (1 +2 + 3 + 4 =) 10. El menor valorde X és (1+2+3+4+5=) 15 que
porta associat el major valor de Zp que és (6 + 7 + 8 + 9 =) 30. Per tant, els valors de X - Zp van des de (35 —
10 =)25 fins (15 — 30 =) — 15. D’aci que els valors que fan els nimeros multiples de 11 sén: 22, 11, 0, - 11.
Analitzem cadascun d’aquestos valors possibles:

SiZi-2p=22,comZi+Zp=(1+2+3+4+5+6+7+8+9=)45, tenim al sumar les dues equacions que 2-X,
=67 que és un absurd perque el primer membre és parell i el segon imparell.

SiX-Zp=0,comZ + Zp =45, tenim al sumar las dues equacions que 2-Z; = 45 que és un absurd perque el
primer membre és parell i el segon imparell.

SiXi-Zp=11, com X, + Zp = 45, tenim al restar les dues equacions que Xp = 17
SiXi-Zp=-11, com X, + Zp = 45, tenim al restar las dues equacions que Zp = 28

Per al cas Xp = 17, tenim 9 possibilitats:
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1,2,5,9,

1,2,6,8,

1,3,4,9,

1,3,5,8,

1,3,6,7,

1,4,5,7,

2,3,4,8,

2,3,5,7,

2,4,5,6
gue generen 9-4!-5! nimeros al reordenar les xifres dels llocs parells i les xifres dels llocs imparells
Per al cas Zp = 28, tenim 2 possibilitats:

928,6,5,

98,74,
gue generen 2-41-5! nimeros al reordenar les xifres dels llocs parells i les xifres dels llocs imparells.

Per tant la probabilitat sol-licitada és:

casos favorables _ 9-413514+2-4!.5! _ 11-4!-5! _ 11 _ 11
casos possibles 9! B 9! S 9.2-7 126

Novembre 27: Siga 'equacio: x3 + 4x?> — 4x + a = 0. Trobeu a per a que les tres arrels d’ella, x1, X2 i X3
compleixquen x3 = X1-X2

Solucié: Recordem les relacions de_Cardano-Vieta: Si
P(X) =apt+a;x+ azx2 + eeen + aka

té perarrels: X4, X5, , Xk, aleshores:

24
28
<
=]
Il
|
v
QL [ x
= |1
w
—

. a
nxi - (_1)ki )

Les dues primeres, juntament amb la relacié que han de complir les arrels porten al sistema

X XX-T--)I(_XZX+-)I(-3X: ;4 4% = X1 +X + XX, = —4 } X1+ X+ X1 X, = —4 }
1 X2 1 X3 3°%2 =~ —
X, - X, = X5 X1 Xy + XXy + Xy X5 = —4 X1 X2(1+ %1 + %) = —4

En I'Ultim sistema les incognites apareixen en la forma x; + X, y Xq - X,. Efectuant el canvix; +x, =
ty X; - X, = u, el sistema es transforma en:
t+u=-4 }
u(l+t) =—-4
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les solucions del qual séon:u=1it=-5u=-4it=0
La primera solucié aporta el sistema:
X1 . XZ - 1 }
X1 + Xy = _5

amb solucions:

_ —5+421 —5—+21

X1 ,XZ -

2 2
que porten a:
25 —-21 "
X3 =X{ ' Xp =———— =
3 1 2 4
amb el que, utilitzant la tercera relacié de Cardano-Vieta, porta a:
—-5+4++v21 -5-+21
a=_X1'X2'X3=(—1)' . = —
2 2
La segona solucid aporta el sistema:
X1 . XZ = _4‘}
X1 + Xy = 0
amb solucions: x; = 2, X, = —2,que portena: X3 = X; X, = 2 (=2) = —4

amb el que, utilitzant la tercera relacié de Cardano-Vieta, porta a:
a=—X; Xy X3 =(=2)-(=2)-(-4)=-16
az

. a a .
Novembre 28-29: Proveu que si b—1 == b—3 i p1, P2 Y pP3 o son tots nuls, aleshores:
1 2 3

(3)“ _ Psal +ppaz + p3az

b,/ p;b] +pzb7 + psby
Per a tot enter positiu n
Solucid: Lema previ:
A C A+C A C
B D B+D B D
Demostracid: Si
A C
=D = AD =BC
Per altra part:
A+C A C
(A+CB=AB+CB=AB+AD=AB+D) = EXD-B-D

Anem pel problema. Suposem quepi # 0, llavors:

n n
(a_1>n _ a1 p1ag

b, E B p.b7

Si p2 =0, aleshores:

(ﬂ)“ _ Pial _ pial +ppa;
by piby  piby +p2by
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Si p2 #0, aleshores:

_ piaj
(ﬂ)n _ ~ p,b} leza (31) pia7 + pay
by _ (a_z)n _ a3 _ P33 by p1bY + p,b3
b, by p2b3
Si p3=0, aleshores
a;\" _ pi1ai +paa; _ piar +ppay + +psag
(b_1) B pib? + p2b; - p1b? + p2bz + psb3
Si p3# 0, aleshores
_ piay +pay
(ﬂ)“ _ ] pbipeby |'E (a_l)“ _ Piaj +paj +psal
by _ (g)“ _ a3 _psa3 b1/ pibi +p2b3 + psb3
bs b3  psb3

Novembre 30: Siga c la hipotenusa d’un triangle rectangle amb catets a i b. Proveu que a + b < +/2c. Quan

es dona la igualtat?

Solucié: Tindrem:
(a+ b)? = a? + b? + 2ab = {Pitagoras} = c? + 2ab

Com la funcidy = Vxes injectiva

at+b=+c2+2ab (%)

Ara:
0<(@-b)2=a?+b?>—-2ab=c?>—-2ab = c?—-2ab>0 = c?>2ab

| per Gltim en (*) tenim, al ser y = /X creixent:
a+b=+c2+2ab< 2 +c2=cV2

La igualtat es dona quan c? = 2ab. L’area del triangle pot

m calcular-se com:
c-h ab
—— =—=ch=ab

c/2 c/2 2 2

Sic? = 2ab

Es dir, la igualtat es dona, quan el triangle, a banda de ser rectangle, es isosceles, es dir un triangle 90°-45°

45°



