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SOLUCIONS GENER 2020

PROBLEMES PER A BATXILLERAT. Autors: Col-lectiu “Concurso de Primavera”
(https://www.concursoprimavera.es/#concurso). Comunitat de Madrid

Gener 1-2: Sis estudiants de diversos paisos d'Europa comparteixen pis. Tots ells parlen solament dos
idiomes: Angela parla alemany i anglés, Ulrike alemany i espanyol, Karin francés i espanyol, Dieter alemany
i francés, Pierre frances i anglés i Rocio anglés i espanyol. Si triem dos d'ells a I'atzar, quina és la probabilitat
de qué puguen parlar en una llengua que entenguen bé cadascun?

Solucid: Si disposem les dades en forma de taula, tenim:

alemany | anglés | frances | espanyol
Angela X X
Ulrike X X
Karin X X
Dieter X X
Pierre X X
Rocio X X

De les C$ = 15 possibles parelles de dos estudiants (d'entre els sis estudiants triem dos. No importa I'ordre
d'extraccid i no es poden repetir elements) solament tres no poden entendre's (Angela-Karin, Ulrike-Pierre i
Dieter -Rocio). Per tant, la probabilitat sol:licitada és:

casos favorables B 15—-3 B 12

4
casos posibles 15 15 5

Gener 3: Siga N el menor enter positiu els digits del qual sumen 2020. Quin és el major factor primer de N+17?

2020 | 9

Solucid: Ja que:

4 224
tenim que el menor nimero amb suma de xifres 2020, és N = 4999 ---.- 9 . Per tant:
224
N+1=5000--- 0 = 5225 .p224
N———— —_—

224

per el que la contestacid al problema és 5

Gener 4-5: Una caixa té 900 targetes cadascuna numerada amb un numero des del 100 fins al 999. Aitana
extraura de la caixa algunes targetes i apuntara la suma dels digits dels nimeros. Quantes targetes ha
d'extraure com a minim per a poder garantir que prendra almenys tres d'elles amb la mateixa suma de digits?

Solucid: En total hi ha 27 possibles sumes de digits: des de suma 1 (targeta 100) fins a suma 27 (targeta 999).
D'aquestes sumes, suma 1 només consta d'un element (targeta 100), suma 2 consta de dos elements (targeta
101 i targeta 110) i suma 27 només consta d'un element (targeta 999), totes les altres 24 sumes tenen tres
0 més elements (per exemple suma 26 consta de targeta 998, targeta 989 i targeta 899; suma 4 consta de
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targeta 112, targeta 121, targeta 211, targeta 220, targeta 202, targeta 301, targeta 310, targeta 130, targeta
400). Per a assegurar que tenim tres targetes amb la mateixa suma de digits haurem d'extraure 2:24 + 1 + 2
+ 1+ 1 =753 targetes. (2:24 seria degut a extraure dues targetes de cada suma amb tres o més targetes; 1 +
2 + 1 seria degut a extraure les targetes amb suma 1, suma 2 i suma 27; I'4ltim 1 seria degut a extraure una
targeta de les de suma amb tres o més targetes)

A B
Gener 6-7: En la figura, ABCD és un rectangle amb Y
AB = a i BC = b. Els triangles AXAB i AYBC son D
equilaters. Trobar area i perimetre del triangle c
ombrejat
X
A B
a Solucidn: En ser ABYC un triangle equilater, I'angle ZBYC i
Y 60° I'angle ZYBC mesuren 60°. Siga o I'angle £YBF. En ser AABX
B equilater ZABX = LYBC = 60°. D'aci: ZABY = ZABX - a. = 60° -
D C o.. Com ABCD és rectangle:
ZABC=90° = ZABY + ZYBC=60° - a. + 60° = o = 30°
Per tant, ABYF és un triangle 30°-60°-90°
X
Per a concloure:
b bV3
A _2 2 D3 -y
ABYF =~ 5 =g
b bv3 b(3++3)
PABYF:b‘l'E‘l' 5 = >

Gener 8: La suma de 35 enters positius és S. Intercanviem dos digits d'un d'ells i la nova suma dels 35 enters
positius és T. Demostrar que S — T és multiple de 9

Solucid: SigaS = z; + z, +-+- +7z ++-- +2Z35 on Z és |'enter positiu al qual intercanviem dos dels seus digits,
generantzy. Llavors si

Zi = ay - 10" +ap_4 - 10" 4 4a; - 10 ++- 4a; - 10"+ +a, - 10 + a,
tindrem que
Zp = ay - 10" +ap_4 - 10" 4 4a; - 100 ++- 43, - 10"+ +a, - 10 + a,
per la qual cosa:
S—T=1z—z; = (aj—a;) 10 + (a; — a;) - 10" = (a; — a;) - (10' — 10)
=10 (a; —a;) - (1071 - 1)
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Perd, 1001 — 1 es multiple de 9, ja que els seus digits sén j — i nous. Per tant, S—T és multiple de 9

Gener 9: Els vertexs d'un enneagon regular estan numerats des de I'1 al 9. Quantes diagonals existeixen de manera
que les xifres situada en els seus extrems formen un ndmero de dos xifres multiple de tres?

Solucid: N'hi ha prou amb comptar els nimeros de dues xifres diferents (cap d'elles nul-la) tals que la suma
d'aquestes siga multiple de tres:

12 (21), 15 (51), 18 (81), 24 (42), 27 (72), 36 (63), 39 (93), 45 (54), 48 (84), 57 (75), 69 (96), 78 (87)
| ara llevem les que tinguen els digits consecutius (que corresponen a costats i no a diagonals):
12 (21), 45 (54), 78 (87)

En total, (12 — 3 =) 9 diagonals generen nombres de dues xifres multiples de tres.

Gener 10: Troba els capicues de quatre xifres divisibles entre 15.

Solucié: Ens pregunten pels nimeros abba tals que abba = 15. Degut a que 15 = 3-5, tindrem que abba =

5 = a=5jaquea # 0. Deurem exigir que 5bb5 = 3 i que, per tant, 10 + 2b = 3. Com el maxim valor
possible de b és 9i el menor valor possiblede b és0: 10 < 10 + 2b < 28

10+2b=12 | b=1 = 5115

10+2b=15 |b¢g N

10+2b=18 | b=4 = 5445
10+2b=21|begN

10+2b=24 | b=7 = 5775
10+2b=27 |bg N

Els capicues que compleixen I’enunciat sén: 5115, 5445 y 5775

Gener 11: Trobeu b si:

10
Z log,, 10X = 110
k=1

Solucid: Tenim, al aplicar les propietats de la funcié logaritmica i poténcies:

10 10
Z log, 10X = 110 =log,, (1_[ 10k) = logy, 10Zk21k
k=1 k=1

i com:
10
Z K = {suma dels 10 primers térmes} _@+10) 10 = 55
£ ldelaPAambd=1lia; =1) 2 B
=1

tindrem:

10

110 = Zlogb 10% = log, 1055 = 55.log, 10 = 2 = logy 10 = b2 =10 = b =10
k=1
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Gener 12-19: En una circumferéncia inscrivim un
quadrilater ABCD en el que ZBAC =70°, ZADB =40°, AD

=4iBC = 6. Calculeu AC A

Solucié: 40° = ZADB =ZACB (per ser angels inscrits que abarquen el

mateix arc: AB). | ara, en AACB, tenim: ZABC = 180° - ( 70° + 40°) =
70°. Per tant, AABC es isosceles. | d’aci AC = BC =6

Gener 13-20: Es té una moneda trucada en la qual la probabilitat de traure cara en un llancament és %.
Trobar el nUmero n de manera que en llancar n vegades la moneda es té la mateixa probabilitat d'obtindre
dues cares que la d'obtindre tres cares.

Solucid: Si es llanga n vegades la moneda en la que p = P(obtenir cara) = % se esta realitzant un experiment
Bi (n; %). Se ens demana calcular n per a que P(obtenir 2 exits) = P(obtenir 2 cares) = P(obtenir 3 exits) =
P(obtenir tres cares). Tenim:

1\% /3\" ) (n—1) 3n2
P(obtenir dues cares) (rzl) (Z) (Z) - nz T |

n-—2
Il Il |l = 3% = 3 -3n73
P(obtenir tres cars) m /N 33 nn—-1)(Mm—-2) 3773
(5)() () ; 7
3n—1
3n_3=n—2 = 32=n-2 > n=11

Gener 14: Les longituds dels catets d'un triangle rectangle sén x iy, i la hipotenusa x + y — 4. Trobeu el radi
de la circumferéencia inscrita

Solucié 1 (Néstor Abad @nabadvin): En aplicar que les dues tangents y-r

a una circumferéncia des d'un punt exterior a ella tenen la mateixa y-r

longitud, tindrem que la longitud de la hipotenusa és d'una banda x +

y—4iperunaltre (y—r)+ (x—r); d'aci que: X-r
X+y—4=x-1rN+{y-r) 2 —4=-2r = r=2 r
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Solucié 2: Aplicarem que |'area d'un triangle és, d'una banda, la meitat del producte de base i altura, i d'altra

banda, el producte del semi perimetre i el radi de la circumferéncia inscrita.
X'y X+y+x+y-—4 Xy
= ‘T D> r=——77-"—"7"< (¥
2 2 2x+y—2)

Al ser el triangle rectangle, se compleix el teorema de Pitagores, per tant:

x2+y?=(x+y—4? > x'y=4x+4y—8=4(x+y-2)
| substituint en (*)
X-y 4(x+y—2) 4
"T2xty-2) 2&ty-2) 2

Gener 15: Trobeu el nombre de solucions reals que té I'equacié:
x>+2x3+8x%+16 = 0

Solucié (@M1GU3L_HH): Dels dos primers sumands traiem factor comu x3 i dels dos dltims sumands traiem
factor comu 8 (factoritzacio per agrupacid). Amb aixo:

x=3VY-8=-2
x> +2x3+8x2+16 =x3(x*+2)+8x*+2)=(x*+8)x*+2)=0 =>{
x2==-2=x¢R

Per tant, I'equacié només té una solucié real.
Solucid 2: El valor x = - 2 és una arrel de I'equacio, i dividint tenim:
x> +2x3+8x2 +16 = (x+2)(x* — 2x3 + 6x* — 4x+ 8)

Aci ja podem observar que no hi ha més arrels reals, perque el polinomi original només admet arrels
negatives (pel teorema dels signes de Descartes) pero el divisor de quart grau només admetria arrels
positives (pel teorema dels signes de Descartes). Per tant, no hi ha més arrels reals.

Regla dels signes de Descartes: si els termes d'un polinomi amb coeficients reals es col-loquen en ordre
descendent de grau; llavors el nombre d'arrels positives del polinomi és o igual al nombre de canvis de signe
o menor per una diferéncia parell. Es important precisar que aquesta regla no proporciona el nombre exacte
d'arrels del polinomi ni tampoc identifica les arrels del polinomi.

Gener 16: Quin és el nimero factorial més xicotet que és divisible per 32°?
Solucié: Recordem que si n¥ < m y n¥*! > m I'exponent del factor n en la descomposicié factorial de m!
és:
m m m
E(n,m!) = l—] + l_ZJ +- + l—kJ
n n n
Per exemple, 'exponent del factor 2 en 23! és:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
2

N NN

23 23 23 23
EQJ&):L?y+bﬂ+[ﬁ++bﬂ:11+5+2+1:19
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T e S S B om
E(362)—l J lJ l J lJ

tindrem que la contestacio al problema es 63!

=20+6+2+0=28

D

Gener 17-18: En la figura adjunta, O es el centre de

la semicircumferéncia i OD_LAB. Si AC=a i CB = b,
trobeu DCen funcié deaideb -

A 0} cC B
Solucié: Sir és el radi de la semicircumferéncia, tenim:
0D = _a+b 0C = b_a+b b_a—b
“TT T —TPT T )

I, en aplicar Pitagores al triangle AODC:

bC = JODZ 1 0C? = (a+b>2+(a—b)2_ a? +b?
B A 2 ) 2

Gener 21: Trobeu el menor natural, n, que verifica:

Z logk > 10
k=1

Solucid: Tindrem, aplicant propietats de la funcié logaritme i la seua definicié:

n n
z logk = log (1_[ k) =log(n!) > 10 < n!> 10%°
k=1 k=1

Per descomptat n ha de ser major que 10. Per tanteig:
13! =210.35.52.7.11-13 = 6227020800 < 10%°
14! =211.35.52.72.11-13 = 6227020800 - 14 > 101°

Per tant, la contestacio és n = 14.

Gener 22-23: En una caixa hi ha dues boles roges, dos verds i dues grogues, d'igual grandaria. Aitana agafa
dues boles sense reemplacament i després Dani tria altres dos sense reemplacament de les quals queden.
Quina és la probabilitat que després de les dues extraccions queden en la caixa dues boles del mateix color?

Solucié 1 (Ignacio Larrosa Cafiestro): Després de las dues extraccions queden C$ = 15 parells de boles, dels
guals Unicament 3 sén del mateix color. Per tant, la probabilitat sol-licitada és:

casos favorables 3 _ 1

casos possibles ~15 5
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Solucié : Vegem en primer lloc la probabilitat que, després de les dues extraccions, queden les dues boles
grogues. Quedaran dues boles grogues si les quatre anteriors extraccions cap és groga. Aquesta probabilitat
és:

PA NA,NA;NA) =— =~ =

La mateixa probabilitat, és la probabilitat que queden dues boles roges o la probabilitat que queden dues
boles verdes. Per tant, la probabilitat demanada és:

Gener 24: En el conjunt {-1, -2, -3, -4, -5} triem quatre numeros diferents: a, b, c i d. Quin és el major valor
possible de I'expressid: a° + ¢9?

Solucid: Els exponents han de ser parells perqueé les corresponents poténcies siguen positives. El valor més
xicotet que poden aportar les bases correspon a -5. Aixi que {a, b, ¢, d} = {-1, -2, -3 -4} amb {b, d} = {-2, -4}.
Prenenta=-1ib = -4, tenim:

10

-4 -2 — 1—_
D (3P =145=

Gener 25-26: El centre d'un cercle de radi 2 és
alhora vertex d'un triangle equilater de costat 4,
guina és la diferéncia entre |'area de la regid interior
al cercle, pero exterior al triangle i I'area de la regid
interior al triangle, pero exterior al cercle?

Solucid: Si designem per C|'area del cercle, per T I'area del triangle i per S I'area del sector de 60° d'amplitud,
tenim:

C=4n, T= 4\/§, S =
La diferéncia sol-licitada en I'enunciat és:

(C—S)—(T—S)=C—T = 4n—4V3 = 4(n—3)

Gener 27: El numero 3 pot escriure's com a suma de dues o més naturals de tres formes diferents: 2+1, 1+2,
1+1+1. De quantes formes diferents pot escriure's el 5?

Solucid: Per a obtindre el total de formes de descomposicié de 5 com a suma de sumands sencers positius,
podem raonar de la seglient manera: Cal col-locar un, dos, tres o quatre signes més en els espais entre uns:
1 1 1 1 1.Elsunsque no tenen signe entre ells s'agrupen sumant-se. Per exemple, amb un sol signe més
hi ha quatre possibilitats diferents:

1+1 11 1=1+4; 1 1+41 1 1=2+3, 1 1 1+41 1=3+2; 1 1 1 1+1=4+1

Aix0 és combinacions de 4 elements (els espais entre uns) presos d'l en 1

()=
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Amb dos signes més hi ha (combinacions de 4 elements presos de 2 en 2)

(@)=

Amb tres signes més hi ha (combinacions de 4 elements presos de 3 en 3)

(3) =4

Amb quatre signes més hi ha (combinacions de 4 elements presos de 4 en 4)

4 _
(4)'_ 1
Entotal sén:4+6+4 +1 =15.

També podriem haver calculat:

Gener 28-29: Per a cada nombre compost n definim r(n) com la suma dels factors en la descomposicio
factorial en factors primers de n. Per exemple, r(50) = 12 jaque 50 = 2:52i 2 + 5+ 5 = 12. Quins sén els valors
qgue prenr(n)?

Solucid: Vegam que qualsevol nombre natural superior a tres esta en el recorregut de la funcié:

. , . . ’ a .
Si a és parell, definim el nUmeron = 2 /2, i llavors:

a/y

. a
r(n)=2+2+--+2=2-§=a
. _ (a—3)/ .
Si a és imparell, definimn = 2 2 - 3, ialeshores:
(a—?»)/2
" a—3
r(n)=2+2+--+2+3=2-T+3=a

Aixi doncs, qualsevol enter major que 3 pertany al recorregut de la funcié. No obstant aix6 1, 2 i 3 no .No
estan perque sir(n) =1, r(n) =2 o r(n) = 3, tindrem que n no és compost.

Gener 30: Resolgueu I’equacio:

1 1 1
+ + =
log,a log;a log,a

Solucié: Com
1
log.b

log,c =

I’equacid la podem escriure com:
log,2 +1log,3 +log,4=1
Aplicant propietats de la funcié logaritme, tenim:

log,2 +1log,3 +log,4 =log,(2:-3-4) =log,(24) =1 & al=a=24

Gener 31: Trobeu els valors d’a que fan que



x?—ax+2a
tinga sols arrels enteres.
Solucid: Si x1 y x2 sén les arrels del polinomi ha de verificar-se que:

X+ X, =aixg X, =2a=2(x; + %) = x;-(x,—2)=2x,

Si x, = 2, tindriem en I'Gltima igualtat: 0 = 4 que és un absurd, per tant: X, # 2, i llavors:

2X,

=2
XZ_Z +X2_2

X =
| com les arrels han de ser enteres, x2 — 2 deu ser un divisor de 4, es dir £1, £2 o +4.
Six,—2=1 = x;,=6ix, =3 = a=9

Six,—2=-1 = x;,=-2ix,=1 = a=-1

Six,—2=2 = x;=4ix,=4 = a=8

Six,—-2=-2 = x,=0ix,=0 = a=0

Six,—2=4 = x;,=3ix,=6 = a=9

Six,—2=—-4 = x,=1ix,=-2 = a=-1
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