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SOLUCIONES OCTUBRE 2020

PROBLEMAS PARA 3ESO, 4ESO Y BACHILLERATO. AUTOR: MARIO MESTRE. INS “PONT DE SUERT”. 14-
18 ANOS

Octubre 1: Hallar k para que las raices de 3x?+5x-k=0 disten en dos unidades.

Solucién: Recordemos las relaciones de Cardano- Vieta: Si x1 y X2 son las soluciones de ax? + bx + ¢ =0
entonces:

S=X1+X2=—5 P=X1'X2=§
En nuestro caso tendremos:
5
S=X1+>(1+2=2>(1+2=—E :>x1:_§_2:_2 :>~)(2=x1+2=—£+2=l
3 2 6 6 6
Y, por ultimo:
11 1 11 11
Pexi X =g 55 36- 73~ k=13

Octubre 2: Hallar los valores de m que hacen que

mx?2 - (m + 3)x + 2=0
tenga dos raices reales opuestas
Solucidn: Si x1 y X2 son las raices del polinomio y son opuestas:

m+ 3
S=0=—— > m=-3
m

Octubre 3: Calcular p y q para que las raices de x?+px+q=0 sean D y 1-D, donde D es el discriminante de
la ecuacion.

Solucién: Tendremos que D = p% — 4q. Por tanto, las raices del polinomio han de ser
X; =p?—4q; x, =1+ 4q— p?
Aplicando las relaciones de Cardano-Vieta:

1=S=x;+x,=—p = p=—-1 = x;=1—-4q; X, =4q

q=0
XX, =q=(1-4q)-4q = 3
q:1_6

Por tanto (p, q) €{(-1, 0); (-1, 3/16)}

Octubre 5: Sea la ecuacion x?+px+q=0. Hallar p y q para que p y g sean las soluciones de la ecuacion.

Solucién: Tendremos al aplicar las relaciones de Cardano-Vieta:
f=p+q=—p
P=p-q=gq

De la segunda ecuacién:
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-1 =0 o (170
a-p-1D=0= {127

Y sustituyendo en la primera: Si q = 0, entonces p = 0. Si p = 1, entonces q = -2.

Las soluciones son: (p, q) €{(0, 0); (1, -2)}

Octubre 6: Si ry s son las soluciones de la ecuacion x2-17x+13 = 0, calcular el valor de r® + s3
Solucién: Tendremos, siS=r+syP=rs:
r+s)®=r3+3r’s+3rs?+s3 = r3+s3=83-3.P-S
Aplicando las relaciones de Cardano-Vieta:
S=r+s=17;, P=r-s=13
De donde:
r3+s3=83-3-P-S=173-3-17-13 = 4250

Octubre 7: Si ay b son las raices de x2-2x-143 = 0, hallar el valor de
1 1
a'b
Solucidn: Tendremos, siS=a+byP=a-b que:
1 1 b+a

N S
a b a-b P
Aplicando las relaciones de Cardano-Vieta:

S=2; P=-143

Y, por ultimo:

Octubre 8-9: Sea P(x) = (x+1):(x-8) + m.

a) ¢Hay valores de m para los que P(x) > 0 VxeR?.
b) ¢Hay valores de m para los que P(x) < 0 VxeR?.
c) Siay b son las raices de P(x), hallar m para que a?+b?=1.

Solucién: Tenemos:
P(x) = (x+1)-(x-8)+m =x2—7x—8 + m

Por lo que su representacion grafica, es una pardbola dirigida hacia arriba, pues su coeficiente principal
es positivo, con vértice (minimo de la grafica)

_—b 7 _(7+1) (7 8>+ _ 81+
VT2 2 VTG 2 mET Ty
a) El polinomio serd positivo si la y del vértice es positivo, es decir sii

81+ >0 >81
—— @ JR—
4 M m-=7
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b) No hay valores de m para los que P(x) < 0 VxeR, pues la parabola es dirigida hacia arriba
(para cualquier valor de m) y por tanto hay valores positivos de la pardbola (para cualquier

valor de m).
c) SiS=a+byP=ab, tenemos:

(a+b)?=a?+2ab+b? = a?+b?2=S5%2-2P
Por Cardano-Vieta: S=7y P =m —8. Por tanto:
1=a2+b?=S2-2P=72-2m+16 = m=32

Octubre 10: Si a y B son las raices de:
0 =x%—4x + 22

calcular el valor de
ad+ o+ o+ B3+ B+ B

Solucién: SiS=a + By P = a-B, tenemos:

(a+B)?=a?+20B+PB% = oa?+p%2=(a+pB)?—2ap =S?—-2P
(a+B)P =a®+3a*B+3ap?+B% = o +p% = (a+B)* —3aB(a+ B) =S*— 3PS
S+ol+a+pB3+pE+B=S>—3PS+S?—2P+S=43—-3-4-22—-2-22+4=-224

Octubre 12-13: Sea dado el polinomio:
Px)=x3+x—m

y a, by c sus raices. Hallar m para que

+
C a b

Solucién: En primer lugar, notemos que (*) implica que a, b y ¢ son no nulos (de serlo alguna raiz, no
tendria sentido dividir por ella). Y por la Ultima relacién de Cardano-Vieta tendremos m # 0 (pues m =
abc).
Tendremos:

ab+bc+ac - b<1+1+1) @(1+1+1) 1 (s9)

—+—+—=m abc =m = *ok

c a b b2 b2
Consideremos el polinomio en t: Q(t) = P(1/t). Busquemos las raices de Q(t) = 0. Al ser P(x) = (x — a)-
(x—b)- (x - c), tenemos:

20 =(;-2)-(-0) (r-9)=0 = refip]

Iy 1 1 —mt® +t* + 1 s o
0=Q(t)=P(?>=t—3+¥—m— 3 S —mt*+t°+1=0

Y, aplicando las relaciones de Cardano-Vieta a este polinomio, tenemos

Pero:
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1 1 1 1
a b e Tm
1 1 1
b TheTac ?
1 1
abc m
Por ultimo, teniendo en cuenta (**):
, !
G+rd) =17

2(—+—+—

1 1 1 (111)
N ab ac bc

$=1+2-0=1 = m=+1
Octubrel4: Si oy B son las soluciones de x%- 9x - 70 = 0, calcular el valor de |a — B
Solucidn: Se nos pide calcular:
la— Bl =+ (= B)? = +ya? + 2 - 208 (¥)
Por las relaciones de Cardano-Vieta, tenemos:

S=a+pf=9;, P=a-=-70

Y, como:

=92

(a+8)2:{=a2+82+2a8

Tendremos:
a2+[32 =92-2.(-70)=221

Por ultimo, en (*):

la — B = +4/221—2-(=70) = 19

Octubre 15: Siry s son las raices de:
0 = x2+ 2020x + 2019
calcular el valor de
r(1-r)+s(1-s)
Solucidn: Tenemos:
r(1-r)+s(1—s)=—-@?+s?)+r+s ()
De las relaciones de Cardano-Vieta:
S=r+s=-2020; rs= 2019

Y, como:
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= (—2020)?

5 A = r1r?+5?=(-2020)2—-2-2019 = 4076362
=r°+s“+ 2rs

(r+s)2={

Por ultimo, en (*)

r(1-r)+s(1—s)=—-(?+s?)+r+s=-4076362 — 2020 = —4078382

Octubre 16-17: Resolver el sistema:
X+ y+ z+ t = 2
xy+ xz+ xt+ yz+zt+yt =-7
Xyz+ xyt+ Xxzt+ yzt = -8
xyzt = 12

Soluciodn: Resolver el sistema anterior es equivalente a resolver
u*+bud+cu?+dute=0
cumpliendo los coeficientes
suma de soluciones de la ecuacion=-b =2
suma de productos de dos soluciones de la ecuacién =c=-7
suma de productos de tres soluciones de la ecuacion=-d=-8
producto de las cuatro soluciones de la ecuaciéon = e = 12.
La ecuacion resultante es:
u*—2u®—-7u?+8u+12=0

Resolviendo por Ruffini:

1 -2 -7 8 12
1 -1 3 4 -12
1 3 -4 12 0
-2 -2 10 -12
1 5 6 0
2 2 -6
1 3 O
Con ello:
u=-1
u*—2ud—7ut+8u+12=0=(u+1) - w+2)-wu—-2)-u-3) = LL::_ZZ
u =3

Es decir, las soluciones del sistema son (x, y, z, t) = (-1, -2, 2, 3) y las permutaciones del vector numérico

Octubre 19: Sean oy P las raices de la ecuacion x?- 8x + 9= 0.

(«~3) +(6-p)

Calcular:
2
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Soluciéon: Tendremos:

1\? 1\2 1 1 1 1
(a—a) +<B_E) =a2+@—2+82+§—2=(a2+82)+@+§—4

2 2

= (a? + B2) +—(O;ZTBBZ ) _ 4 ={a®+B% = (a+B)?*—2ap}

(a+B)? — 2ap

= (a+B)?—2aB+ o2 —4

Por las relaciones de Cardano-Vieta:
a+Bf=8 af=9
Con lo que:
1\? 1\? (a+ B)? — 2aPp 82-2-9 3448

((X-a) +(B_E> :(O(+B)2—2(XB+ 0(282 —4:82—2'9+T—4:8—1

Octubre 20: Sean s y r las soluciones de la ecuacion:
x2-2020x + a®— 4040a + 4080400 = 0
Calcular a para que s:r sea minimo
Solucidén: De las relaciones de Cardano-Vieta:
s-r=a?—4040a+ 4080400 = (a—2020)?

Por tanto, s:r sera minimo cuando a = 2020.

Octubre 21: Calcular a2+ b%+ ¢? siendo a, b y c las soluciones de la ecuacion:
3x3 -2x2+5x—-7=0

Solucidn: De las relaciones de Cardano-Vieta tenemos:

+b+ —2' b+ +b—5- b—7
a C—3, a ac C—3, aC—3

Pero:

6= |
(@a+b+c)?= { 3/ 9 }
k=a2+b2 +c?2+2(@ +bct+ac)=a%?+b2+c%2+2- )
26
9
Por tanto, el polinomio tiene dos raices complejas opuestas y una raiz real.

w| vl

=>a’+b*+c?=-

Octubre 22-23: Sean a, b y c las raices de la ecuacion:

0=2x3-x2+3x-1

Hallar la ecuacién con raices

_ a+1 o b+1 o c+1
= i2b+0 P br2@ro " cr2@@+th)
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Solucién: Tendremos:

_ a+1 _ a+1 _a+1 _a+1

o(_a+2(b+c)_2(a+b+c)—a_21_ T 1-a
5—a

b+ 1 b+ 1 b+1 b+1

B:b+2(a+c):2(a+b+c)—b:21_b_1—b
2

_ c+1 _ c+1 _c+1_c+1
T]_c+2(a+b)_2(a+b+c)—c_21_c_1—c
2
Por tanto, la relacion entre las raices de la ecuacion dada y la que se pide es:
_X+1
y= 1—x

Despejando x, tenemos:
y—1
yl-x=14+x = y—1=x+yx=x(1+y) =2 x=——
y+1
Y sustituyendo en la ecuacién original:

1) (1) #3050 -5y’
0=2 - 3(—)—-1=>-=23y° -5 -7=0
<y+1 y+1 * y+1 y y oty

Octubre 24: Obtener las relaciones de Cardano-Viéte para los polinomios de tercer grado
Solucién: Tendremos, si X1, X2 Y X3 son las raices de ax3 + bx? +cx + d = 0:
ax>+bx’+cxt+d=a(x—x;) - (x—%,) - (x—x%3) =a- (x% — ;X — XX + X;X,) * (X — X3)

= a(x3 — x;x% — X,X% + XXX — X3X% + X1 X3X + X,X3X — X;XX3)
= ax® + a(—x; — X, — X3)x% + a(X; X, + X; X3 + X3%X,)X — a(X;X,X3)

Igualando coeficientes:
b
b = —a(x; + x; + x3) = X1+X2+X3=—5

C
C = a(X1X2 + X1X3 + X3X2) = X1X2 + X1X3 + X3X2 = -
a

d
d = —a(x1X,X3) = X1XpX3 = 3

Octubre 26: Obtener las relaciones de Cardano-Viete para un polinomio de grado cuatro
Solucién: Tendremos, si X1, X2, X3 Y X4 son las raices de ax* + bx3 +cx? + dx + e = 0:

ax*+bx3+cx?+dxt+e=a(x—x;) (x—x) - (x—x3) - (X —Xy4)
=a- (x% — XX — XX + X1Xp) * (X% — X3X — X4X + X3X,)
= a(x* — x;x3 — x,x3 + x;%,%% — X3%3 + X X3X? + XpX3X? — X XpX3X — XX
+ X1 X4 X2 4 XpXg X2 — X1 XXX + X3X4 X% — X1 X3XgX — XpX3X4X + X1 XpX3Xy)
= ax* + a(—x; — X, — X3 — X)X> + a(X; X, + X1 X3 + X1 X4 + X5X3 + XpX4 + X3X,)X2
— a(X1XyX3 + X1 X5X, + X1 X3X, + X5X3X,) + aA(X1X5X3X,)
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Igualando coeficientes:
b
b= —a(x; + X, + X3 + x,) = X1+ X+ X3+ x,=——
a
c
C = a(X;Xy + X X3 + X1X4 + X3X3 + XXy + X3X,) @ XXy + X X3 + XX, + X5X35 + XXy + X3X, = —
a
d = —a(xX;X,X3 + XXXy + X1 X3Xs + X5X3Xs) = X XpX3 + X XpXs + X X3Xy + XpX3Xy = ——
a
e
e = a(X;X,X3X,) = X1X;X3Xy = —
a

Octubre 27-28: Sea f(x) = (x?+ 10x + 25)199 -3x + 2y riparaie{l, 2, ..., 2020} sus raices. Calcular:
2020

z (ri + 5)2020
i=1
Soluciéon: Tendremos:

0 = f(r;) = (r? + 10r; + 25)1°1° — 31, + 2 = (r; + 5)2°2° —3r; + 2 = (r; + 5)2%20 = 3r; — 2

Por tanto:

2020 2020
Z (r; + 5)2020 =3 Z r;—2-2020 = 35S —4040
i=1 i=1

Para calcular S desarrollamos f(x) y aplicamos las relaciones de Cardano-Vieta:

2020

1 =-10100

f(x) = (x + 5)202° — 3x + 2 = x?920 4 (

)X2019 B4 = S=_5. (2020)

1
Por altimo:
2020

2 (r; + 5)%°20 = 35— 4040 = 3 - (—10100) — 4040 = —34340
i=1

Octubre 29: Hallar tres nimeros cuya suma sea 6, la suma de sus cuadrados 38 y la suma de sus cubos
144

Solucidn: Se pide resolver el sistema:

at+b+c=6
a’ 4+ b?+c?=38
a+bd3+c3 =144
Pero:
=62 =36
2
(@+b+c) _{:a2+b2+c2+2(ab+ac+bc)=38+2(ab+aC+bC)
Luego,sia+b+c=6:
a®+b*+c*=38 © ab+ac+bc= -1

Pero:
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=63 =216
+b+ 3={
(a ) = a3+ b3 + ¢3 + 3ac? + 3bc? + 3cb? + 3ab? + 3ca? + 3ba? + 6abc

=63=216
3 _
(a+b+C) _{z a3+b3+C3+3C2(a+b)+3b2(c+a)+3a2(c+b)+6abc
=63 =216
3
(a+b+C) —{:ag+b3+C3_I_3C2(S_C)+3b2(s_b)+3a2(s—a)+6abc

_— 3
ba 32{—6 =216
@ " =12 2% 4 b® 4 ® — 3¢3 4+ 3¢2S — 3b® 4+ 3b2S — 3a3 4 3a%S + 6abc

=63 =216
3 —
(@a+b+0) —{:ag+b3+c3_3C3_3b3_3a3+35(c2+b2+a2)+6abc
=63 =216
3 —
(@+b+c) ‘{= ~2(c* + b* + %) +35(c® + b’ +a?) + 6abc

Luego,sia+b+c=6ysiaZ+b?+c?=38:
a+b3+c®2=144 o abc=-30

En definitiva, por las relaciones de Cardano-Vieta:

at+b+c=6 a+b+c=6
a2+b2+c2=38} © ab+4+ac+bc= -1 & x3-6x2—x+30=0
ad+b3+c3=144 abc = —-30
Y resolviendo por Ruffini:

1 -6 -1 30
-2 -2 16 -30
1 -8 15 0

3 3 -15

1 -5 0

0=x3-6x2—-x+30=(x+2)(x—-3)(x—-05)

Luego los numeros buscados son -2, 3y 5 (en cualquier orden)

Octubre 30: Sea el polinomio:

P(x) = x3- mx?+3mx-m
y a, by c sus raices. Hallar m para que a®+ b3+ ¢3> -5
Solucién: Tendremos:

(@a+b+c)®=a%+b3+ 3+ 3ac? + 3bc? + 3cb? + 3ab? + 3ca? + 3ba? + 6abc
=a3+b3+c3+3c%(@+b) +3b%(c+a) + 3a%(c + b) + 6abc
= a®+b3+c3+3c%(S—c) +3b%(S—b) +3a%(S—a) + 6abc = a®> + b3 + ¢3

—3c3 +3c?S —3b3 + 3b?S — 3a% + 3a%S + 6abc = a% + b3 +c3 —3c® —3b3 —3a8

+3(+b+c)(c? +b? +a?) + 6abc
=—-2(c3+b3+a%) +3@+b+c)(c? +b? +a?) + 6abc

De donde:
2(c3+b3+a®) =—(@+b+c)®+3@+Db+c)(c? +b? +a?) + 6abc

Pero:
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@%+b?2+c?®)=(G@+b+c)?—2(@ab+ac+bc)
Con lo que:

2(cC+b*+a%)=—(a+b+c)*+3(@+b+c)((@a+b+c)? —2(ab+ac + bc)) + 6abc =
=—(@a+b+c)*+3@+b+c)®—6(a+b+c)ab+ac+ bc) + 6abc
=2(@+b+c)®—-6(a+b+c)ab+ac+ bc) + 6abc

Y, por tanto:
(c3+b3+a%3)=(@+b+c)*—-3@@+b+c)(ab+ ac + bc) + 3abc
De las relaciones de Cardano-Vieta:
a+b+c=m; ab+ac+bc=3m; abc=m
Con ello:
S<ad+bP+ct=m®*-3m-3m+3m; Mm*—-9m?+3m+5>0
(m—-1)mM?>-8m+5)>0; me]4—+V21;1[U]4+V21; +oof

Octubre 31: Resolver la ecuacién:
(ax - b)?2+ (bx - a)? =x
sabiendo que tiene una raiz enteray que a, beZ
Solucién: Tendremos:
Lema: En el contexto del enunciado:

a=b=0siix=0
=X

= Tenemos: (o.X_0)2_|_(0.X_0)2={=0

2 —
& Tenemos: O=x=(a-O—b)2+(b-O—a)2=(—b)2+(—a)2=b2+a2:{22:8zg:8

Nota: Notemos que sia# 00 b # 0y x1 es la raiz entera de la ecuacién del enunciado, entonces x1 > 0,
pues:

(ax; —b)2 >0
(bx; —a)2 >0

Pero si x1 = 0 entonces, porellemaa=b=0encontradequea=00b=#0.

} = x; = (ax; —b)? + (bx; —a)? =0

Demostracion: Sea la ecuacion:

(ax—b)?+ (bx—a)’ =x (%)
con a o b o ambos no nulos, entonces desarrollando y agrupando, tenemos:
(@2 +b?)x? — (1 +4ab)x+a?2+b? =0

Sean x1 (€Z) y x2 las raices de la ecuacién. Como ambas son reales, el discriminante de la ecuacién es no
negativo. Por tanto:

0 < (4ab + 1)? — 4(a® + b?)? = (2a% + 2b? + 4ab + 1)(4ab + 1 — 2a% — 2b?)
=2G@+Db)?+1)(1-2(-Db)?

Y como 2(a +b)? + 1 > 0, tenemos:
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1-2(a-b)*=0 = 1>2(@-b)*=>0(ab€eZ) =2(@—-b)’=0=>a=b
con lo que la ecuacion (*) queda:
2a’x? — (4a? + 1)x+2a2 =0
Por las relaciones de Cardano-Vieta:
4a + 1 1
X1 +X, = Sz - 2+ oz
X; X, = 1 (nota) x,y x, son ambas positivas

Entonces:

1 1
X1 < Xq + X, =2+ﬁ< 3 (puesﬁ< 1yaquean)
Ademads x1 # 1, pues si x1 =1
0 =2a%— (4a®+ 1) +2a?= —1 absurdo!

Luego:

1
2<x,<3 = x,=2 = Xz =~ (yaquex; -x, =1)

Luego, las soluciones de la ecuacién son:
a=b=0 = x=0

1
a#0o0b#0 = x; =2, x2=§



