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SOLUCIONES ENERO 2021

PROBLEMAS PARA LA PREPARACION DE LA OLIMPIADA DE 32 Y 42 DE LA ESO, CONVOCADA POR LA FESPM
EN 2003. 14-16 ANOS. COLECCION CONFECCIONADA POR: JOSE COLON LACALLE. Profesor jubilado

Enero 1-2: Naci el siglo pasado. El 25 de agosto de 2001 cumpli tantos afios como vale la suma de los digitos
del afio de mi nacimiento. Determina la fecha de mi nacimiento

Solucidn: Sea el 25 de agosto de 19xy (siendo x e y digitos) la fecha de nacimiento del sujeto. Tendremos del
enunciado:

1+9+x+y=2001-19xy =2-1000+1—-1000—-900—-10x—y
10+x+y=1000—-899 —10x—y; 1lx+2y =101-10; 11x+ 2y =91
Y, ahora, por prueba vy error:

91 —11x
X ("y:T € N?

No

No

Si.y=7

No

No

No

No

No

= N W | ] O N 0| ©

No

Luego la fecha de nacimiento es el 25 de agosto de 1977.

Enero 4-11: En una circunferencia de radio 6 inscribimos un triangulo

isésceles APQR en el que PQ = PR = 4+/5 . Una segunda circunferencia es
tangente a la primera y tangente a la base QR del triangulo, como muestra
la figura. Hallar el radio de la circunferencia pequefia



Solucién: Sea h la altura del triangulo isdsceles y r el radio
de la circunferencia pequeiia. Entonces:

h + 2r = 12 (= didmetro de la circunferencia) (*)

Por otra parte, AQPP”’ =~ AQPP’ (pues ambos son rectangulos
y tienen en comun el angulo en P). De aqui:
“45_h . _16-5 20
12 445 12 3

Por tanto, en (*)
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Enero 5-6: En un rectangulo de medidas 120 de largo y 100 de

alto, se inscribe un tridangulo como en la figura. Si la base b del 100
triangulo mide 125, ¢ cuanto mide la altura h?
120
Solucidn: Sean x e y las distancias definidas en la figura 120 c
adjunta. Tendremos, x +y = 100 [
Aplicando Pitagoras al tridngulo AABC: y
x = /1252 — 1202 = 35 h
100
Por tanto: c
X b=125
120 - 35
aaBc = ———— = 2100 (1) A. B
65 - 120 120
De (1) y (2):
AAABC + AACDE = 2100 + 3900 = 6000
De donde:
125-h 6000 -2
AACBE = AABDE - (AAABC + AACDE) = 12000 - 6000 = 6000 = 2 h = T = 96
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Enero 7-8: Un tapete se forma uniendo circulos amarillos en el exterior y
rojos en el interior, sin solapamientos. ¢Existe algun tapete en el que los
circulos amarillos igualen en nimero a los circulos rojos?

Solucién: Supongamos que el tapete tiene y circulos en horizontal y x en
vertical. Entonces, tiene 2y + 2(x — 2) en el exterior y (x — 2)-(y — 2) en el
interior. Debe de cumplirse, entonces, que:

2y+2-(x=2)=(y-2) (x—2) 1 ! 1
Xxy—4x—4y+8=0 y2

Yoo ) = dx 8x—4=0 y 0=4-4-80=8NOI 2| %2 xz| |
K4 %0 y=4x—8=4+ 8 y-2

Xx—4 Xx—4 1 f
Luego x —4 es un divisor de 8, i.e. x — 4 e{*1, £2, +4, +8} y

Six—4=1,entoncesx=5ey=4+8=12.Six—4=—-1,entoncesx=3ey=4-8=—4NO.
Six—4=2,entoncesx=6ey=4+4=8.Six—4=-2,entoncesx=2ey=4-4=0NO.
Six—4=4,entoncesx=8ey=4+2=6.Six—4=-4,entoncesx=0NO
Six—4=8,entoncesx=12ey=4+1=5.Six—4=-8, entonces x=—4 NO

Solo cumplen el requisito del enunciado los tapetes 5x12 y 6x8. (Los otros dos , son los anteriores girados

90°)

Enero 9: Un ladrillo tiene dimensiones a, b, c. ¢Existe algun numero tal que, si multiplicamos a, b, c por él
obtenemos otro ladrillo con doble drea y doble volumen?

Solucién: Sean A (= 2ab + 2ac + 2bc) y V (= abc), el area y el volumen del ladrillo inicial. Sea k el nimero
preguntado en el enunciado, que suponemos existe. Entonces el drea y el volumen del nuevo ladrillo
cumplen:

An = 2-ka-kb + 2-ka-kc +2-kb-kc = k2-(2ab + 2ac + 2cb) =k*A=2A = k?=2 = k =+/2
Va=kakb-kc=k3V=2V = k¥=2 = k=32
Luego:
VZ=17

Que es un absurdo. Por tanto, alguna suposicién inicial o algln paso en la demostracién es una falsedad.
Puesto que todos los pasos son correctos, la Unica suposicion que hemos hecho (que k existe) es falsa.
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Enero 12-13: Aitana es la encargada de marcar los libros en la libreria. Segun ella recibid varios libros el lunes
y marcé algunos de ellos. El martes recibié tantos libros nuevos como no habia marcado el lunes y marcé 12.
El miércoles recibid 14 libros mas que el lunes y marcé doble numero de libros que el lunes. El jueves recibid
el doble de libros que habia marcado el miércoles y marcé 10. El viernes recibio 4 libros y marco 14 libros
menos que los que habia recibido el miércoles. El sdbado marcd los 20 libros que le quedaban de la semana.
¢Es ello posible, o esta equivocada?

Solucidn: Si x (y) es el nimero de libros recibidos (marcados) el lunes, tenemos:

recibidos | marcados | quedan por marcar | condicién

Lunes X y X—y x—y=0
Martes X—y 12 2x—-2y—12 X—y=>6
Miércoles | x+14 2y 3x—4y +2 3x—-4y>-2
Jueves dy 10 3x—8 3x>8
Viernes 4 X 2x—4 2x—42>0
Sabado 0 20 0

total 3x+3y+18 | x + 3y + 42

Tenemos dos condiciones que deben cumplirse: el total de recibidos ha de ser igual al total de marcados o
los que quedan por marcar el viernes ha de coincidir con los marcados el sdbado. Tendremos:

3x+3y+18=x+3y+42; 2x=24;, x=12
2x—4=20; x=12

No hay informacién sobre y, salvo la aportada por la ultima columna de la tabla, que se reduce a:

122y} ‘>
12—y>6 _y}:62y20
3-12—4y>-2 95>y

El enunciado es cierto si el lunes se reciben 12 libros y se marcan cualquier cantidad entre {0, 1, 2, 3, 4, 5,
6}

Enero 14: Si un cordel se corta en trozos de 20 cm, sobra un trozo de 15 cm. Si el cordel tuviese el triple de
longitud, ¢habria sobras? ¢De cuantos cm?

Solucidn: Sea L la longitud del cordel. Tendremos del enunciado:

20x+15=L = L—15=20 = 3-(20x+15)=60x+45=3x-204+20+20+5
=(3x+2)-20+5

Luego si el cordel es de longitud triple habra el triple de trozos mas dos, de longitud 20 cm y sobrara un trozo
de 5cm.

Enero 15-16: Un arbitro elige tres sombreros simultdneamente de un conjunto de tres blancos y dos negros.
Tres hombres sentados, alineados uno tras otro, y mirando todos en la misma direccién (de manera que
cada uno sélo puede ver el sombrero de los que tiene delante de él) cierran los ojos mientras se les coloca
uno de los sombreros elegidos. Los sombreros no elegidos se ocultan a la vista. El arbitro le pregunta al
tercero de la hilera si sabe el color de su sombrero y éste contesta que no lo sabe. Se lo pregunta al sentado
en el centro y también contesta que no lo sabe. Entonces el primero dice que el suyo es blanco. ¢Cémo pudo
deducirlo?
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Solucidn: Representaremos por ternas
(color del sombrero del tercero, color del sombrero del segundo, color del sombrero del primero)
los resultados del experimento.

Si el tercer hombre (viendo los sombreros de los dos primeros) no puede garantizar el color de su sombrero
es porqué ve dos sombreros blancos o uno blanco y otro negro, pues si viese dos sombreros negros podria
garantizar que su sombrero es necesariamente blanco. Luego los resultados compatibles con que el tercero
no puede asegurar el color de su sombrero son:

(,B,B)
(,B,N)
(,N,B)

El segundo tampoco puede garantizar el color de su sombrero, lo que quiere decir que él ve (el color del
sombrero del primero) un sombrero de color blanco, (si viese un sombrero de color negro entonces él podria
garantizar que lleva un sombrero de color blanco). Luego si el tercero y el segundo no pueden garantizar el
color de su sombrero, el primero puede garantizar que su sombrero es de color blanco.

Enero 18-19: Si escribimos todos los nUmeros naturales, sin ninguna separacidn entre ellos, a partir del 1y
hasta el 2021, obtenemos un nimero con muchas cifras:

12345678910111213141516 ------ 201920202021
¢Cuadntas cifras tiene este numero? ¢Cual es la cifra que ocupa el lugar 2002 por la izquierda?

Solucién: Tenemos el siguiente cuadro:

numeros é¢cuantos numeros? | cifras por nimero | lugares ocupados | acumulado
1, ceeeeeeneenns ,9 (9-0=) 9 1 9.1=9 9
10, «eeeeeees , 99 (99-9=) 90 2 90-2 =180 189
100, -+, 999 (999-99=) 900 3 900-3 = 2700 2889
1000, -+, 1999 | (1999 —999 =) 1000 4 1000-4 = 4000 6889
2000, -+, 2021 | (2021 -1999=) 22 4 22-4 =88 6977

Luego el nimero tiene 6977 cifras.

Veamos qué cifra ocupa el lugar 2002 del numero por la izquierda. Como las 189 primeras cifras (por la
izquierda) corresponden a nimeros de una o dos cifras, tendremos que el lugar 2002 corresponde al (2002
— 189 =) 1813 lugar de los numeros de tres cifras. Como 1813 = 604-3 +1, tendremos que la cifra 2002 del
numero corresponde a la primera cifra del nUmero que ocupa el lugar 605 (= 604 + 1) de tres cifras. Es decir,
la cifra 2002 es la primera del nimero (605 + 99 =) 704, es decir la cifra 2002 es un 7.

Enero 20-27: Tres hermanos han heredado un campo cuadrado que deben dividir
como indica la figura, pues en A hay un pozo que todos quieren usar. ¢Dénde
deben estar M y N para que las superficies de los triangulos AABM y AAND vy el
cuadrilatero AMCN sean iguales?
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Solucidn: Sea | el lado del cuadrado. Se exige que: Aaasm = Aamen = Aaanp. Por simetria, debe cumplirse que

2:Aaacn = Aaanp. Por tanto:
CN-1 ND-I ND
Z-TZT = CN:T = 2:-CN=ND = 1=CN+ND=2CN+ CN = 3CN

1
= CN=CM =—
C C 3

Enero 21-22: Se estan construyendo cuadriculas de lado 1, 2, ...... con | ’ r

palillos de longitud uno. ¢Cudntos palillos necesitaremos para hacer una
cuadricula de lado n?

Solucidn 1: La primera cuadricula consta de 4 palillos. La segunda cuadricula consta
de los 4 de la primera y se agregan 4 (=2-2) palillos verticales (rojos) y 4 (= 2:2)
horizontales (morados); es decir, se afiaden (2:2 +2:2 = 2(2 + 2) =) 2-4 palillos. La
tercera cuadricula consta de los de la segunda a los que se afiaden 6 (= 3-2)
horizontales y 6 (= 3-2) verticales; es decir, se afiaden (3-:2 + 3:2=3(2 + 2) =) 34
palillos. La cuarta cuadricula consta de los de la tercera cuadricula, a los que se
afiade 8 (= 4-2) horizontales y 8 (= 4-2) verticales; es decir, se afladen (4:2 + 4-2 =
4(2+2) =) 4-4 palillos. Y asi, sucesivamente.

Es decir:
a1=(14+0)=4 -

L +8 —
a=(24+4)=12 - — +4

L +12 - (*)
a3=(34+12)=24_ — +4

L +16-
as=(4-4+24)=40_

dn es una PA de diferencia4d = dn=8+4(n—1)=4+4n
Por tanto:
8+4+4(n—-1)
2
=44+6n—6+2n>—4n+2=2n’+2n=2n(n+1)

n—1)=4+6(n—-1)+2(n-1)>2

n-1
d, +d,_
an=4+2dk=4+%(n—1)=4+
k=1

Solucidn 2: Al darnos cuenta en (*) que an es una PA de segundo orden, tendremos:
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31:4
a, =12 = a,=An’+Bn+C
a3:24

Paran=1, tendremos: 4=A+B+C (1)

Paran =2, tendremos: 12=4A+2B+C (2)
Paran =3, tendremos:24=92+3B+C (3)
Efectuando (2) — (1), llegamosa 8=3A+B (4)
Efectuando (3) — (2), llegamos a12=5A+B (5)
Efectuando (5) — (4), llegamos a 4 =2A = A =2.

Sustituyendo en (4), llegamos a B = 2. Sustituyendo en (1), llegamos a C = 0. Que lleva a la misma solucién
anterior.

Enero 23-30: En la figura hay un total de cinco circunferencias todas ellas
tangentes entre si. Las dos de color marrén tienen radio 1. Las dos de color
morado son iguales. Halla su radio.

Solucidén: Sea r el radio de la circunferencia mas pequefia. De la figura de abajo,
tendremos, por un lado:

X+2r=2 (1)

Y aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo sombreado:
x+0?2+12=(1+1r? (2
De (1) tendremos, despejando x:

X=2-—2r

Y, sustituyendo en (2), llegamos a:

2
2-1?4+1=014+1)? =2 4—4r=2r = 4=6r = r=gm

Enero 25: En la figura hay un cuadrado de lado L. A, B y C son puntos
medios. Hallar drea y perimetro de la zona azul

Solucién: En primer lugar tenemos que AFDD’ = AFCG (pues, mirar figura
inferior, ambos tridngulos estan en posicion de Tales). Por tanto:

DD’ L —L2 L

2 r_ 4
=£ = DD ==X =-—
L L 4

NI
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S
L/2 B L/2 Para areas, tenemos:
1 12
AprBG =§L'L=7
L/2 L/2 1 L 12 (> Arsep = Asrse ~ Aarpc
R
arpG = 5Lz =7
L2z 312
At 1 C “27 8 8
e Para el perimetro, tenemos:
L/2 D L/2
LZ ) L2 2
i P=2.FB+2-FD=2 [—4+ 1242 |— 4+ —
L4 + \/4+ + \/44_16

Enero 26: Un estadio tiene una capacidad de 25000 espectadores. Un dia, con el estadio casi lleno, el 15,5%
de los espectadores estaban en el graderio Sur y el 24, 524% eran mujeres. ¢Cuantos espectadores podia
haber en el estadio?

Solucién: Sea x el nimero de asistentes. Sabemos que x < 25000. También tendremos que el 15,5% de x es

un numero natural, por lo que:

~ 155 - 15
155  —5— 140 .
100 =7 100 *T900 *Ta5 ¥

Y como 7 no divide a 45, x ha de ser multiplo de 45.

15,5% de x =

Analogamente, el 24,524% de x es un nimero natural, por lo que:

. 24524 — 24
24, 524% dex—24'524 X = 999 x—g X €N
‘ 0 ~ 7100 ~ 7100 ~ 999

Y como 245 y 999 no tienen factores comunes, x ha de ser multiplo de 999.

Como x ha de ser multiplo de 45 y multiplo de 999, ha de ser multiplo del mem (45, 999) (= mem (32-5; 33:37)
= 33.37-5) = 4995. El menor valor posible de x es 4995. Los demds valores posibles de x son los multiplos de
4995, es decir: (49952 =) 9990; (4995-3 =) 14985; (49954 =) 19980; (4995-5 =) 24975. Como los posteriores
multiplos exceden a 25000, esta es la ultima solucién posible. Como, ademas, el enunciado dice que el
estadio estaba casi lleno, concluimos que habia 24975 asistentes.

Enero 28: Dani debia sumar todos los capicias de cuatro cifras, pero se olvidé de sumar uno. Si obtuvo
490776, écual se olvido?

Solucién: Designaremos por XyyX al capicia que tiene el digito x (# 0) en las unidades de millar y en las
unidades y al digito y en las centenas y decenas. Calculemos:

9 9
2 XyyX = Z z XyyXx
X,y xX=1 0

y=
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Tendremos:
9

9
nyyxzz(x-1000+y~100+y-10+x)
y=0 y=

049
Z(x 1001 +y-110) = x- 1001 - 10 + 110 - Zy—lOOlO X+ 110 ~——- 10

y=0 y=0
=10010x+45-110

149
2(10010x+45 110) = 10010 - Zx+45 110-9 = 10010 ——-9 + 45 990

= 10010 454+ 45-990 = 45(10010 + 990) =45-11000 = 49500
Por tanto, el nimero que se ha olvidado sumar Dani es (49500 — 490776 =) 4224

Enero 29: (Cuantas ternas de naturales distintos de la unidad (a, b, c), hay tales que: a-b-c = 73°?

Solucién: Como el 7 es primo, obviamente a= 7% b= 7P y c = 7°. Como a, b y c han de ser diferentes de la unidad, los
exponentes deben ser positivos. Por tanto, hay tantas ternas (a, b, c) como ternas de exponentes positivos (a, [3, )
tales que a + 3 + & = 39. Ademas:

(7,7, 7)) #(7,77,7)

Es decir, importa el orden. Procedemos a contabilizar las ternas

o ‘[3 ‘6
1 1 37
1 2 36
1 3 35

— 37
1 36 2
1 37 1

—

2 1 36
2 2 35
2 3 34

— 36
2 35 2
2 36 1
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3 1 35
3 2 34
35

3 34 2
3 35 1
36 1 2

2
36 2 1
37 1 1 1

En total:

1+37
1+2+3+- 436+ 37 = -37 =703




