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SOLUCIONS OCTUBRE 2020

PROBLEMES PER A 3ESO, 4ESO | BATXILLERAT. AUTOR: MARIO MESTRE. INS “PONT DE SUERT”. 14-18
ANOS
Octubre 1: Trobeu k per a que les arrels de 3x2+5x-k=0 disten dues unitats.

Solucié: Recordem les relacions de Cardano- Vieta: Si x1 i x2 son les solucions de ax? + bx + ¢ =0 aleshores:

S=x1+x2=—£ P:X1'Xz=§
En el nostre cas tindrem:
5
5 —3~2 11 11 1
S=x1+xl+2=2x1+2=—§ =>x, = > =—7 =>X2=X1+2=—?+2=€
I, per ultim:
11 1 11 11
P=Xi X =-g="35="3 2 k=13

Octubre 2: Trobar els valors de m que fan que
mx?2 - (m + 3)x + 2=0
tinga dues arrels reals oposades

Solucié: Si x1 y x2 sén les arrels del polinomi i sén oposades:
m+ 3
m

S=0 = m= -3

Octubre 3: Calcular p i q perqué les arrels de x?> + px + q = 0 siguen D i 1-D, on D és el discriminant de
I'equacio.
Solucié: Tindrem que D = p? — 4q. Per tant, les arrels del polinomi han de ser
X, =p°—4q; X, =1+4q—p?
Aplicant les relacions de Cardano-Vieta:

1=S=x1+x,=-p = p=-1 = x;,=1—-4q; x, =4q

q=0
X%, =q=(1-49) -4q = { _3
1= 16

Per tant (p, q) €{(-1, 0); (-1, 3/16)}

Octubre 5: Siga I'equacid x>+px+g=0. Trobeu p i g perqué p i q siguen les solucions de I'equacid.
Solucid: Tindrem en aplicar les relacions de Cardano-Vieta:

f=p+q=—p
P=p-q=q
De la segona equacio:
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-1 =0 o (170
a-p-1D=0= {127

| substituint en la primera: Siq =0, llavors p=0. Sip =1, llavors q = -2.

Les solucions sén: (p, ) €{(0, 0); (1, -2)}

Octubre 6: Siris son les solucions de I'equacid x>-17x+13 = 0, calculeu el valor de r? + s3
Solucidé: Tindrem, siS=r+siP=r:s:
r+s)®=r3+3r’s+3rs?+s3 = r3+s3=83-3.P-S
Aplicant les relacions de Cardano-Vieta:
S=r+s=17;, P=r-s=13
D’on:

r’+s3=83-3.-P-S=173-3-17-13 = 4250

Octubre 7: Siai b sdn les arrels de x>-2x-143 = 0, trobeu el valor de

1 1
a'b
Solucié: Tindrem,siS=a+biP=a-b que:
1 1 b+a S
a’b ab P

Aplicant les relacions de Cardano-Vieta:

|, per ultim:

Octubre 8-9: Siga P(x) = (x+1)-(x-8) + m.

a) Hihavalors de m per als que P(x) > 0 VxeR?.
b) Hiha valors de m per als que P(x) < 0 VxeR?.
c) Siaibsénlesarrels de P(x), trobeu m per a que a%+b?=1.

Solucié: Tenim:
P(x) = (x+1)-(x-8)+m =x2—7x—8 + m

Pel que la seua representacio grafica, és una parabola dirigida cap amunt, (perqueé el seu coeficient
principal és positiu), amb vertex (minim de la grafica)

_—b 7 _(7+1) (7 8>+ _ 81+
VT2 2 VTG 2 mET Ty

a) El polinomi sera positiu si la y del vértex és positiu, és a dir sii

81+ >0 >81
—— @ JR—
4 M m-=7
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b) No hi ha valors de m per als quals P(x) < 0 VxeR, perquée la parabola és dirigida cap
amunt (per a qualsevol valor de m) i per tant hi ha valors positius de la parabola (per a
qualsevol valor de m).

c) SiS=a+biP=ab,tenim:

(a+b)?=a?+2ab+b? = a?+b?2=S5%2-2P

Per Cardano-Vieta: S=7y P =m — 8. Per tant:
1=a2+b?=S2-2P=72-2m+16 = m=32

Octubre 10: Si o i 3 sén les arrels de:
0 =x%—4x + 22

calculeu el valor de
ad+al+ao+ B3+ B2+ P

Solucidé: SiS=o+piP=ap, tenim:

(a+B)2=a*+2af+B% = a?+B%=(ax+B)?—2af =S%*—2P
(a+B)P =a®+3a*B+3ap?+B% = o +p% = (a+B)* —3aB(a+ B) =S*— 3PS
S+ol+a+pB3+pE+B=S>—3PS+S?—2P+S=43—-3-4-22—-2-22+4=-224

Octubre 12-13: Siga donat el polinomi:

Px)=x3+x—m
ia, biclesseues arrels. Trobeu m per a que

ab bc ac

ctatpTm ®
Solucié: En primer lloc, notem que (*) implica que a, b i c sén no nuls (de ser-ho alguna arrel, no tindria
sentit dividir per ella). | per I'tltima relacié de Cardano-Vieta tindrem m # 0 (perqué m = abc).

Tindrem:

ab bc ac 1

1 1 1 1 1
?+;+?=m =4 abc(c—2+a—2+b—2)=m = (C_2+a_2+b_2>:1 (**)

Considerem el polinomi en t: Q(t) = P(1/t). Busquem les arrels de Q(t) = 0. Al ser P(x) = (x — a)- (x —
b): (x — ¢), tenim:
©=(5-2) (t-1) (-9)=0 = o5
QO=1{t72) i )7 a’'b’c

1y 1 1 —mt® +t* + 1 s g
0=Q(t)=P(?>=t—3+¥—m= 3 & —mt°+t°+1=0

Pero:

I, aplicant les relacions de Cardano-Vieta a aquest polinomi, tenim
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a b c 1 1 1 1 1 1
=—+—+—+2<—+—+—>
a C ab ac bc

$=1+2-0=1 = m=+1
Octubrel4: Si o i B s6n les solucions de x?- 9x - 70 = 0, calculeu el valor de |a — B
Solucid: Ens demanen calcular:
la— Bl =+ (= B)? = +ya? + 2 - 208 (¥)
Per les relacions de Cardano-Vieta, tenim:

S=a+pf=9;, P=a-=-70

I, com:

=92

(a+8)2:{=a2+82+2a8

Tindrem:
a2+[32 =92-2.(-70)=221

Per ultim, en (*):

la — B = +4/221—2-(=70) = 19

Octubre 15: Siri s son les arrels de:
0 = x2+ 2020x + 2019
calculeu el valor de
r(1-r)+s(1-s)
Solucié: Tenim:
r(1-r)+s(1—s)=—-@?+s?)+r+s ()
De les relacions de Cardano-Vieta:
S=r+s=-2020; rs= 2019

I, com:
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= (—2020)?

5 A = r1r?+5?=(-2020)2—-2-2019 = 4076362
=r°+s“+ 2rs

(r+s)2={

Per ultim, en (*)

r(1-r)+s(1—s)=—-(?+s?)+r+s=-4076362 — 2020 = —4078382

Octubre 16-17: Resolgueu el sistema:
X+ y+ z+ t = 2
xy+ xz+ xt+ yz+zt+yt =-7
Xyz+ xyt+ Xxzt+ yzt = -8
xyzt = 12

Solucid: Resoldre el sistema anterior és equivalent a resoldre
u*+bud+cu?+du+e=0

complint els coeficients

suma de solucions de I'equacié =-b =2

suma de productes de dues solucions de I'equacié =c=-7

suma de productes de tres solucions de I'equacio =-d=-8

producte de les quatre solucions de I'equacio = e = 12.
L’equacio resultant és:

u*—2u®—-7u?+8u+12=0

Resolent per Ruffini:

1 -2 -7 8 12
1 -1 3 4 -12
1 3 -4 12 0
-2 -2 10 -12
1 5 6 0
2 2 -6
1 3 O
Amb el que:
u=-1
u*—2ud—7ut+8u+12=0=(u+1) - w+2)-wu—-2)-u-3) = LL::_ZZ
u =3

Es dir, les solucions del sistema sén (x, vy, z, t) = (-1, -2, 2, 3) i les permutacions del vector numeric

Octubre 19: Siguen o i B les arrels de I'equacio x?- 8x + 9= 0.

(«~3) +(6-p)

Calculeu:
2
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Solucié: Tindrem:

1\? 1\2 1 1 1 1
(a—a) +<B_E) =a2+@—2+82+§—2=(a2+BZ)+$+§—4

2 2

= (a? + B2) +—(O;ZTBBZ ) _ 4 ={a®+B% = (a+B)?*—2ap}

(a+B)? — 2ap

= (a+B)?—2aB+ o2 —4

Per les relacions de Cardano-Vieta:
a+Bf=8 af=9
Amb el que:
1\? 1\? (a+ B)? — 2aPp 82-2-9 3448

((X-a) +(B_E> :(O(+B)2—2(XB+ 0(282 —4:82—2'9+T—4:8—1

Octubre 20: Siguen s i r les solucions de I'equacié:
x2-2020x + a®— 4040a + 4080400 = 0
Calculeu a per a que s-r siga minim.
Solucié: De les relacions de Cardano-Vieta:
s-r=a?—4040a+ 4080400 = (a—2020)?

Per tant, s-r sera minim quan a = 2020.

Octubre 21: Calculeu a2+ b%+ c? sent a, b i ¢ les solucions de I'equacid:
3x3 -2x2+5x—-7=0

Solucid: De les relacions de Cardano-Vieta tenim:

fb+c=2; abtactbe= 2 abc=o
d C—3, d ac C—3, aC—3

Pero:

k=a2+b2 +c?2+2(@ +bct+ac)=a%?+b2+c%2+2-
26

9

Per tant, el polinomi té dues arrels complexes oposades i una arrel real.

(L (3 _4 )
(a+b+c)2={_(§) 9 J}

w| vl

=>a’+b*+c?=-

Octubre 22-23: Siguen a, b i c les arrels de I'equacio:

0=2x3-x2+3x-1

Trobeu I'equacié amb arrels

_ a+1 o b+1 o c+1
= i2b+0 P br2@ro " cr2@@+th)
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Solucié: Tindrem:

_ a+1 _ a+1 _a+1 _a+1

o(_a+2(b+c)_2(a+b+c)—a_21_ T 1-a
5—a

b+ 1 b+ 1 b+1 b+1

:b+2(a+c):2(a+b+c)—b:21_b_1—b
2

_ c+1 _ c+1 _c+1_c+1
T]_c+2(a+b) _2(a+b+c)—c_21_c_ 1-c
2
Per tant, la relacio entre les arrels de I'equacié donada i la que ens demanen és:
_x+ 1
y= 1—x

Aillant x, tenim:

-1
yl-x=1+x = y—-1=x+yx=x(1+y) zx=;7+—1

| substituit en I'’equacié original:

1) (1) #3050 -5y’
0=2 - 3(—)—-1=>-=23y° -5 -7=0
<y+1 y+1 * y+1 y y oty

Octubre 24: Obtenir les relacions de Cardano-Viete per als polinomis de tercer grau
Solucid: Tindrem, si x1, X2 i X3 sOn les arrels de ax3 + bx? +cx + d = 0:
ax>+bx’+cxt+d=a(x—x;) - (x—%,) - (x—x%3) =a- (x% — ;X — XX + X;X,) * (X — X3)

= a(x3 — x;x% — X,X% + XXX — X3X% + X1 X3X + X,X3X — X;XX3)
= ax® + a(—x; — X, — X3)x% + a(X; X, + X; X3 + X3%X,)X — a(X;X,X3)

Igualant coeficients:
b
b= —-a(x; + X, + X3) = X1+X2+X3=—5

C
C = a(X1X2 + X1X3 + X3X2) = X1X2 + X1X3 + X3X2 = -
a

d
d = —a(x1X,X3) = X1XpX3 = 3

Octubre 26: Obtenir les relacions de Cardano-Viete per a un polinomi de grau quatre
Solucid: Tindrem, si X1, X2, X3 i X4 son les arrels de ax* + bx3 +cx? + dx + e = 0:

ax*+bx3+cx?+dxt+e=a(x—x;) (x—x) - (x—x3) - (X —Xy4)
=a- (x% — XX — XX + X1Xp) * (X% — X3X — X4X + X3X,)
= a(x* — x;x3 — x,x3 + x;%,%% — X3%3 + X X3X? + XpX3X? — X XpX3X — XX
+ X1 X4 X2 4 XpXg X2 — X1 XXX + X3X4 X% — X1 X3XgX — XpX3X4X + X1 XpX3Xy)
= ax* + a(—x; — X, — X3 — X)X> + a(X; X, + X1 X3 + X1 X4 + X5X3 + XpX4 + X3X,)X2
— a(X1XyX3 + X1 X5X, + X1 X3X, + X5X3X,) + aA(X1X5X3X,)
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Igualant coeficients:
b
b= —a(x; + X, + X3 + x,) = X1+ X+ X3+ x,=——
a
c
C = a(X;Xy + X X3 + X1X4 + X3X3 + XXy + X3X,) @ XXy + X X3 + XX, + X5X35 + XXy + X3X, = —
a
d = —a(xX;X,X3 + XXXy + X1 X3Xs + X5X3Xs) = X XpX3 + X XpXs + X X3Xy + XpX3Xy = ——
a
e
e = a(X;X,X3X,) = X1XpX3Xy = —
a

Octubre 27-28: Siga f(x) = (x*+ 10x + 25)%°1° -3x + 2iiriperaie{l, 2, ..., 2020} les seues arrels. Calculeu:
2020

z (ri + 5)2020
i=1
Solucié: Tindrem:

0 = f(r;) = (r? + 10r; + 25)1°1° — 31, + 2 = (r; + 5)2°2° —3r; + 2 = (r; + 5)2%20 = 3r; — 2

Per tant:

2020 2020
Z (r; + 5)2020 =3 Z r;—2-2020 = 35S —4040
i=1 i=1

Per a calcular S desenvolupem f(x) i apliquem les relacions de Cardano-Vieta:

2020

1 =-10100

f(x) = (x + 5)202° — 3x + 2 = x?920 4 (

)X2019 B4 = S=_5. (2020)

1
Per ultim:
2020

2 (r; + 5)%°20 = 35— 4040 = 3 - (—10100) — 4040 = —34340
i=1

Octubre 29: Trobeu tres nimero que sumen 6, que la suma dels seus quadrats siga 38 y la suma dels
seus cubs siga 144

Solucié: Es demana resoldre el sistema:

at+b+c=6
a2 +b?+c?2=238
a®+b*+c* =144
Pero:
=62 =236
2 _
(@+b+c) _{:a2+b2+c2+2(ab+ac+bc)=38+2(ab+aC+bC)
Pertant,sia+b+c=6:
a?+b?+c?=38 & abtac+bc= —1

Pero:
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=63 =216
+b+ 3={
(a ) = a3+ b3 + ¢3 + 3ac? + 3bc? + 3cb? + 3ab? + 3ca? + 3ba? + 6abc

=63=216
3 _
(a+b+C) _{z a3+b3+C3+3C2(a+b)+3b2(c+a)+3a2(c+b)+6abc
=63 =216
3
(a+b+C) —{:ag+b3+C3_I_3C2(S_C)+3b2(s_b)+3a2(s—a)+6abc

_— 3
ba 32{—6 =216
@ " =12 2% 4 b® 4 ® — 3¢3 4+ 3¢2S — 3b® 4+ 3b2S — 3a3 4 3a%S + 6abc

=63 =216
3 —
(@a+b+0) —{:ag+b3+c3_3C3_3b3_3a3+35(c2+b2+a2)+6abc
=63 =216
3 —
(@+b+c) ‘{= ~2(c* + b* + %) +35(c® + b’ +a?) + 6abc

Pertant,sia+b+c=6isia’+b?+c?=38:
A +b3+c3=144 & abc=-30

En definitiva, per les relacions de Cardano-Vieta:

at+b+c=6 a+b+c=6
a2+b2+c2=38} © ab+4+ac+bc= -1 & x3-6x2—x+30=0
ad+b3+c3=144 abc = —-30
| resolent per Ruffini:
1 -6 -1 30
-2 -2 16 -30
1 -8 15 0
3 3 -15
1 -5 0

0=x3-6x2—-x+30=(x+2)(x—-3)(x—-05)

Per tant els nimeros buscats sén -2, 3i 5 (en qualsevol ordre)

Octubre 30: Siga el polinomi:

P(x) = x3- mx?+3mx-m
ia, biclesseues arrels. Trobeu m per a que a®+ b3+ ¢3>-5
Solucié: Tindrem:

(@a+b+c)®=a%+b3+ 3+ 3ac? + 3bc? + 3cb? + 3ab? + 3ca? + 3ba? + 6abc
=a3+b3+c3+3c%(@+b) +3b%(c+a) + 3a%(c + b) + 6abc
= a®+b3+c3+3c%(S—c) +3b%(S—b) +3a%(S—a) + 6abc = a®> + b3 + ¢3

—3c3 +3c?S —3b3 + 3b?S — 3a% + 3a%S + 6abc = a% + b3 +c3 —3c® —3b3 —3a8

+3(+b+c)(c? +b? +a?) + 6abc
=—-2(c3+b3+a%) +3@+b+c)(c? +b? +a?) + 6abc

D’on:
2(c3+b*+a%) =—(a+b+c)®+3(@+b+c)(c? +Db?+a?) + 6abc

Pero:
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@%+b?2+c?®)=(G@+b+c)?—2(@ab+ac+bc)
Amb el que:

2(cC+b*+a%)=—(a+b+c)*+3(@+b+c)((@a+b+c)? —2(ab+ac + bc)) + 6abc =
=—(@a+b+c)*+3@+b+c)®—6(a+b+c)ab+ac+ bc) + 6abc
=2(@+b+c)®—-6(a+b+c)ab+ac+ bc) + 6abc

I, per tant:
(c3+b3+a%3)=(@+b+c)*—-3@@+b+c)(ab+ ac + bc) + 3abc
De les relacions de Cardano-Vieta:
a+b+c=m; ab+ac+bc=3m; abc=m
Amb el que:
S<ad+bP+ct=m®*-3m-3m+3m; Mm*—-9m?+3m+5>0
(m—-1)mM?>-8m+5)>0; me]4—+V21;1[U]4+V21; +oof

Octubre 31: Resolgueu I'equacio:
(ax - b)?2+ (bx - a)?=x
sabent que té una arrel entera i que a, beZ
Solucid: Tindrem:
Lema: En el context de I'enunciat:

a=b=0siix=0
=X

= Tenim: (0-x—0)2+(0-x—0)2={ 0

b2=0=>b=0

& Tenim: 0=x=(a-0—-b)2+(b-0—-a)?=(-b)?+ (-a)?2=b%?+a? >
(a-0=b)*+(b-0~a)? = (~b)* + (~a) sz,
Nota: Notem quesia#0o0b#0ix: eslaarrel entera de I'equacio de I’enunciat, aleshores x1 > 0, ja que:

(aXl - b)z 2 0
(le - a)z 2 0

Pero si x1 = 0 aleshores, perellemaa=b=0en contradequea#00b=0.

} = x; = (ax; —b)? + (bx; —a)2 >0

Demostracid: Siga I'equacio:
(ax—Db)?2 + (bx—a)’=x ()
amb a o b o ambdds no nuls, aleshores desenvolupant y agrupant, tenim:
(@2 +b?)x? — (1 +4ab)x+a2+b*>=0

Siguen x1 (€Z) i x2 les arrels de I'equacié. Com les dues sén reals, el discriminant de I'equacié és no
negatiu. Por tant:

0 < (4ab + 1)? — 4(a% + b?)? = (2a% + 2b? + 4ab + 1)(4ab + 1 — 2a%? — 2b?)
=R2@G@+b)?+1)(A-2(@-Db)?

lcom2(a+b)?+1=>0,tenim:
1-2(@—b)?=>0 = 1>2(a—-b)2>0(,b€Z) =>(@—-b)2=0=>a=>b
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Amb el que I'equacié (*) queda:

2a%x? — (4a® + 1)x+2a2 =0
Per les relacions de Cardano-Vieta:
4a' +1

2+ !
2a2 2a2
X; X, =1 (nota) x,1Xx, son les dues positives

X1+X2=

Aleshores:

1 1
x1<x1+x2=2+ﬁ<3 (puesz—az<1yaqueaEZ>

A més x1# 1, jaquesixi=1

0 =2a?— (4a®+ 1)+ 2a?= —1 absurdo!

Per tant:

2<x,<3 = x,=2 = Xz =~ (vaquex; -x, =1)

Per tant, les solucions de I'equacid sén:
a=b=0 = x=0

1
a:/:OOb:/:OﬁXl:Z, Xzzz



