Pagina 1 de 18

SOLUCIONES SEPTIEMBRE 2021

PROBLEMAS DE GEOMETRIA DE TWITTER (32y 42 de E.S.O. y bachillerato). SOLUCIONES DE MIGUEL HERRAIZ
HIDALGO. SES de Cabanes. Castelld.

Pequeiio compendio de resultados geométricos utilizados.

Teorema de la altura:

h’=m:.n

Teorema de las cuerdas (problema del dia 29):

a-b=c-d

Potencia de un punto respecto a una circunferencia:

(a+b)-b=(m+n)-n

NP

Relacion entre area y perimetro de un triangulo rectangulo
y el radio de la circunferencia inscrita al triangulo (problema
del dia 13):

cra=(@a+b+c)-R
2A=P:-R

“d

Razones del angulo doble:
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2tga
1-tg2a

cos 2a = cos?a — sen’a; sen2a = 2SenUCOSA; tg2a =

Teorema de Faure (problema del dia 27):

4R? = a% + b? + ¢? + d?

Angulo central y angulo inscrito (t es la tangente a la
circunferencia en B)

2a = AB
Angulo inscrito:
2APB = £AP'B = £ABD = «
Angulo central:

<AOB =2a

Septiembre 1: Tres semicircunferencias con centro en el
segmento AC. Relaciona el drea de la zona roja y el area
del circulo negro

A C

Solucién: ) » B
Consideremos el triangulo AABC. Ese tridangulo es

rectangulo en B (pues AC en un diametro de la
semicircunferencia grande), con hipotenusa 2n + 2m
(siendo m y n los radios de las semicircunferencias mediana
y pequeiia) y con altura desde B de 2R (siendo R el radio del
circulo negro).

Si aplicamos el teorema de la altura al tridangulo AABC,
tenemos:

A 2m 2n ¢ 2m-2n=(2R)> = m-n=R?

Por lo tanto:
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n[(m+n)? —m? —n?] 2mmn

Area zonaroja = > =— = niR? = 4rea circulo negro

Septiembre 2: Semicirculo, cuerda de longitud 10 vy
rectangulo. Halla drea del rectdngulo

Solucién: Sea b la base del rectangulo y R su altura.

Trazamos por el punto medio de la cuerda (el punto
E) una perpendicular a la cuerda. Esa perpendicular
pasa por el centro de la semicircunferencia.
Quedan generados los tridngulos AEOB y ADBC.
Ambos son rectangulos (en E y en D) y tienen en
comun el angulo en B. Por tanto son semejantes.
De aqui:

R—5+5 = Rb =50
5 b B

Septiembre 3: Semicirculo, tres cuadrados de dreas 1, x2y 4y
triangulo. Halla x

Solucidn:
Los tridngulos AOPN y ARSQ son
semejantes pues son rectangulos (en Oy en
Ry los dngulos senalados son iguales (por
/ Q tener lados perpendiculares). Por tanto:
x-2 L X% x=3)=0
- = x(x—3) =
x-1 pu - S x—1 2
N/ Por tanto x = 3, (pues x = 0 carece de
1 0 « sentido)




Septiembre 4: Tres circulos iguales, de radio 1, tangentes entre si,

T punto de tangencia. Halla BC

Solucion:

A
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T
/

Por el teorema de las cuerdas en la circunferencia intermedia, tendremos:

-

y-y

3

1——

5

/N
/,,/ \\\
5 3 R
—_—— - X
1 x

) (

14+2)
5

8
BC =2y =

16

VR —

Y =75

5

Septiembre 6: Dos cuadrados y un circulo. Halla el area del circulo

Solucidn:

2442

[®/

Consideremos D, el punto
medio del segmento BC. La
perpendicular por D al
segmento BC pasa por el
centro de la circunferencia
intermedia: O’.

Tenemos que AATO =~ AADO’
pues ambos son rectangulos
(enTy D)y tienen en comun el
angulo en A. Por tanto:

4

2442

100u?

Los cuatro tridangulos de color verde son iguales (al tener los
catetos medidas ay b e hipotenusa 10). El drea del cuadrado

grande es:

100+4-24=196=14*> > a+b=14

Por la relacion entre el area y el perimetro (A y P) de un
triangulo rectangulo y el radio del circulo inscrito (R)
(problema del dia 13), tenemos:

2A=P-R = 2:-24=(104+a+b)-R = R

El drea del circulo, es, pues:

2-24

T(@o+14)

Area circulo = - 22 = 4n



Septiembre 7: Dos semicircunferencias con didmetros en AB| | base. Si
la linea fucsia mide m, halla el perimetro del rectangulo

Solucidn:

2R+2r=2(R+r)

Septiembre 8: Dos circunferencias con centro en AB. Si BC = 4
cm, halla el area encerrada entre los circulos.

Solucioén:

R+r

2r

2r

2R
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A

La longitud de las dos semicircunferencias es:

21‘[F+2T[R_ o R4r=1
> > =T r=

Para el rectangulo color amarillo, tendremos:

Altura = R+ r =1

base:z(RH):Z}:>p=2-(1+2)=6

>

m

Si aplicamos el teorema de las cuerdas a las dos
cuerdas del circulo verde tenemos:

2r-4=r-r > r=8
De la figura:
2r+4=2R = R=r+2=8+2=10
Por lo tanto, el area entre los dos circulos es:

mR? — nir? = (10% — 82) = 36m



Septiembre 9: Dos circulos tangentes y un rectangulo de base x y
altura 8. Si AB =6, hallar x.

Solucidn:
X
r + y R
r N\
_!
z+t
8 t
t
R \

Septiembre 10: Un cuadrante, un circulo y dos semicircunferencias,

todas tangentes entre si. Halla la relacion entre radios
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De la figura tenemos:
x=y+r+R
Puesto que el segmento AB mide 6:
2t+2z=6 =>2t+z=3
Y, ademas:

r+t+z+R=8=2r+R=8-3
=5

Consideremos el tridngulo rojo, que

es rectangulo con catetos:t+z=3 e

y, € hipotenusa r + R = 5. Al aplicarle

el teorema de Pitdgoras, tenemos:
y=+52-32=4

Por tanto:

x=y+r+R=4+5=9
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Solucidn: Sean: r1 el radio de la circunferencia pequena, ra y r3 los radios de
las semicircunferencia pequefia y grande y rs el radio del
cuadrante. Obviamente:

2r3 =T, ; I3=Tr1+1,(*); Ir3+r,=r,—1,
Consideremos el tridngulo rectdngulo de color magenta: Al

fa aplicar el teorema de Pitagoras tenemos:

(ry—r)?=Q2r3—r))?*=r5+(r; +r3)> = 2r5 =6y

Despreciando r3 = 0, nos queda rs =3ri. Sustituyendo en (*),
tenemos:

I'3
rg=r;+r,=—+r, > 3r, =2r3
I‘3+I']_ 3

Con ello:

r, =2r3=3r, =6r; = TIyI3::r;=6:3:2:1

Septiembre 11: Un cuadrante, un semicirculo, un
rectdngulo, T es un punto de tangencia. Halla el drea del
rectangulo

e —\1/

Solucién 1: Consideremos el tridngulo rectangulo ADTF.
Al aplicar Pitagoras tendremos:

a (a+b)>?=b*>+64 = a%+2ab=64
= altura- base = A, = 64

Solucién 2: Si calculamos la potencia del punto D
2 b Fp respecto a la semicircunferencia, tenemos:

D 82=a-(a+2b) = A




Septiembre 13: (Relacion entre area y perimetro de un triangulo

rectangulo y radio de la circunferencia inscrita) Halla R en
funciondea, byc.

Solucidn:

Septiembre 14: Halla R

Solucion 1:
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a

b

El centro de la circunferencia circunscrita (de
radio R) divide al tridngulo inicial en tres tridngulos
de base los lados del tridangulo inicial y altura R.
Entonces:

ab_ ,_aR_ DR R_R@atb+q)
2 2 2 2 2
En otras palabras:
2A=R-P

donde A es el area y P el perimetro del tridngulo
inicial y R es el radio de la circunferencia inscrita

5

4

Sean F y B los centros de las circunferencias.
Entonces, puesto que F (B) equidista de las
rectas que generan el angulo en D (C),
tendremos que F (B) es de la bisectriz del angulo
en D (C).

De los tridngulos ADEF y AABC tendremos:

4
to2a = ——— = — = 2tg? 3tgo — 2
g2a T—tg?a 3 g“a + 3tga

(despreciando tg oo = — 2)



tg2f = 1

(despreciando tg 3 = — 3).

Tendremos en ADEF:

Y en AABC:

2tgf
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3 1
————=—23tg’f+8tga—3=0=>tgf =
_thB 4:> gB+ ga = gB 3

Ademas: ADEF = ADFG por ser rectangulos y tener los mismos catetos pequeiios y la misma hipotenusa.
(AABC = AHBC, por la misma razén). Luego: DG = 2Ry HC = 3R.

Por altimo:

Solucién (Toni Goma):

5
5=2R+2R+3R=7R =>R=7

13R

4 ="

5
13R
4 -
5

Sean F y B los centros de las circunferencias. Los
triangulos inicial y AMFB son semejantes pues
ambos tienen los lados paralelos. Por lo tanto, FB
=5k =2R, MB = 4k y MF = 3k. Por lo que:

8R
5k = 2R :>k=?:> R
De aqui:
8R 13R
AC=4- (R ) =4- =
6R 11R
D=3 (R+5) =3~

Ademads: ADEF = ADFG por ser rectangulos y tener los mismos catetos pequefios y la misma hipotenusa.
(AABC = AHBC, por la misma razoén). Luego, al tener en cuenta la hipotenusa del tridngulo inicial, tenemos:

11R
5=DG+GH+HC=3—?+2R+4—T = R==

13R 5

Septiembre 15: Un cuadrado y un circulo. ¢Cudl de los dos tiene el

perimetro mas grande?
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Solucién:
Sea 2a el lado del cuadrado. Al calcular la potencia del
punto P respecto de la circunferencia, tenemos:
/ 2 ]
ara=a“"=2a'x > x=
a 2
b (pues a = 0). Por tanto, si R es el radio de la circunferencia:
X 2R =2a+ 2a+ a_nma R >a
=2a+x=2a+=-=— = R=—
2o 2 2 4
a Por dltimo:
S5am
@ 2a Peuadrado = 4+ 2a=8a> T = 2RT = Peireuto

Septiembre 16: Un cuadrado de lado 8, un rectangulo y un circulo. Halla
el area del circulo y el rectangulo.

Solucidn: Calculando la potencia de P respecto de la circunferencia,
- tenemos:

X

4.4=%x-8 = x=2
4 R Por lo tanto el didmetro de la circunferencia es:

8+2=10=2R = R=5

- El 4rea del circulo es:
4 mR?% = 257

Por ultimo para el rectdngulo, tenemos:

base=8—-x+x=8 . e
' altura = 2R =10 } = Area =8-10 =80

Septiembre 17: Un tridngulo rectangulo de hipotenusa 13. Circulo
inscrito de radio 2. Halla el drea del tridngulo 2
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Solucién: Recordemos que las dos tangentes a la
circunferencia por un punto exterior a
ella miden lo mismo. Tendremos,
entonces que si a (b) es el cateto
pequefio (grande) del triangulo,
puesto que la hipotenusa mide 13:

a—2+b—2=13 =2a+b=17

Puesto que en el tridngulo se cumple
el teorema de Pitagoras, tendremos el

a-2 b-2 sistema:
a+b=17 (a+b)? = 172} a® +b% + 2ab = 172} 177 —13?
= S>ab=——""-—=
a? +b? = 132} a? + b? = 132 a? +b% = 132 ab 2 60
Luego el drea del triangulo es:
A= ab 60 30
= =5=
X
Septiembre 18: Circulo y tres cuerdas, dos de ellas paralelas. Halla x 4

Solucioén:

Recordemos que el didmetro es la interseccion con el circulo
de la perpendicular a una cuerda por su punto medio. Sea la

recta que pasa por B y D esa perpendicular. Como:
—4 +z_ 96 3 AB=1=CD
= —_— = = = =
2 2

De donde:
x+1=3-1=2 = x=1
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Septiembre 20: Un cuadrante y un tridangulo rectangulo de catetos 3
y 4. Halla el area del cuadrante

Solucién: B )
En el tridangulo verde tendremos que su hipotenusa vale
5.
Consideremos la circunferencia generada por el
4 c cuadrante. Como el angulo en C es de 90°, AB serd el
didmetro del circulo. De aqui:
5 5 3
3v10
A R R }B 2R=,/(4+5)2+32=3V10 = R:T
Por lo tanto, el area del cuadrante sera:
5 90
mR* T 45
—_— =TT
4 4 8

Septiembre 21: Un circulo de didmetro BC y un cuadrante. Area de Ia
zona sombreada 4. Halla el area del circulo

Solucidn: Sea R el radio del circulo, X el drea del triangulo AABC, Y el area del
segmento que genera el cuadrante y Z = 4 el area de la zona color
naranja. En AABC, al aplicar Pitagoras (pues AB = AC = radio del
cuadrante), tendremos:

AC=AB=+2-R
Por tanto:

1 mR2
X+Y=-mn(vZR) = —
4 2 o X4Y=Y+Z2X=2Z=4

1
Y+Z=§T[R2

Pero:
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Por lo que R=2.Y de aqui:

Septiembre 22: Cuadrante de radio 25 y tridngulo rectangulo de
hipotenusa 30. Halla los catetos del triangulo

25 30

Solucién: Consideremos la circunferencia generada por el cuadrante.
G Trazamos el segmento CG. Puesto que CD es un diametro ( de
longitud 2:25 = 50), el dngulo en G es de 90°. Al aplicar
Pitagoras en el ACDG, tendremos:
b 30
25 X b =502 — 302 = 40
c Como ACGD ~ AGFD (al ser los dos rectangulos y tener en
50 EoY D comun el 4ngulo en D), tendremos:
SREL R AR
40 50 30 y =18
Septiembre 23: Un cuadrante, un semicirculo y una cuerda tangente. Halla x X
4
Solucidn 1:
Consideremos el triangulo AABF, de lados x, x y x + 4. Si
A conociésemos algun angulo del triangulo podriamos aplicar

el teorema del coseno, para hallar x.

Sea C el centro de la semicircunferencia. Consideremos las
dos tangentes a la semicircunferencia trazadas por Ay la
bisectriz del angulo formado en A. Puesto que la bisectriz
equidista de las rectas que generan los lados del angulo
tendremos que C pertenece a la bisectriz y se generan dos
triangulos iguales: AABC y AAEC. En el tridngulo AABC,
tendremos:

x/2 c



Con lo que:

cosa =

—: sena =—; cos2a = cos’a — sen’a =
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U] W

ul| o
[
ul]| =

NG

Aplicando el teorema del coseno en AABF, tenemos:

que lleva a:

Solucién 2 (Toni Goma):

A

3
x? =x2+(x+4)2—2x(x+4)§

X+ 4 = 0 que se desprecia

6x
x+4=? =>x=20

Como las tangentes a una circunferencia por un punto exterior a
ella miden lo mismo tendremos que AABE es isdsceles pues AB =
AE = x. Ademas, la bisectriz por A es la altura (y la mediana y la
mediatriz) de AABE, luego AC es perpendicular a BE.

Tracemos por B la perpendicular a AF, generando el punto G.
Como AF es una cuerda del cuadrante, G divide a AF en dos partes
iguales. Luego:

x+4 x X
AG = GF = ==4+2 = GE:E_Z

2 2

Ademads, o = ZEBG pues tiene los lados perpendiculares a ZCAG
= a. Por tanto: AABC ~ ABGE (pues son rectangulos y ambos
tienen un angulo o)

Como en AABC un cateto es doble que el otro tendremos que

BG=2(§—2)=X-4

Por ultimo, en el tridangulo AAGB se cumple el teorema de Pitagoras (pues es rectangulo)

=

) F(x—4)2 > x2—24x+80=0 > x={

4
20

La solucion x = 4 se desprecia, pues con ella:

Septiembre 24: Cuadrado de lado 20, semicirculo y cuerda tangente. Halla x 20
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Solucidn:

A

Recordemos que las tangentes por un punto exterior a una
circunferencia miden lo mismo. Por tanto:

AE=20=AB; BC=x=CD

Por otra parte, el centro de la semicircunferencia equidista
de las tangentes, luego pertenece a la bisectriz del angulo
enAyenO. Ademas, el angulo en Ay el dngulo en O miden
lo mismo por tener lados perpendiculares. Tendremos
entonces que AAEO ~ AOBC (pues ambos son rectangulos
y tiene un dngulo de a). Por tanto:

20

20 10 .
— = > =
10 x X
x
16 '\
Septiembre 25: Cuatro cuadrados de areas 100, 25, 16 y x.
Halla x y el drea del circulo.
25
100

Solucidon 1: Aplicando el teorema de las cuerdas:

5y=4-10 > y=8 = y?=x=64

Aplicando el teorema de Faure (pues las cuerdas son
perpendiculares)

V205 2051
824424524102 =4r*= r=-—— = nr2=T

Solucién 2 (sin_recurrir_al teorema de Faure): Aplicando el
teorema de las cuerdas:

5y=4-10 > y=8 = y’=x=64

Consideremos las perpendiculares a las dos cuerdas por sus
puntos medios. Estas dos perpendiculares se intersectaran
en el centro del circulo. Quedard asi formado el tridngulo
rectangulo de color naranja, con catetos 13/2y (7-4=)3 e
hipotenusa, el radio del circulo. Al aplicar el teorema de
Pitagoras tendremos:
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8+5=13
13/2 1 13/2
4
8 5
7
B 324_<13>2__V205 _ 2 205m
T 2) 2 Ty 1 10+4=14
10 7

Septiembre 27: (Teorema de Faure) En una circunferencia de radio R y dos
cuerdas perpendiculares:

a? + b? + c? + d? = 4R?

Solucién: Trazamos las perpendiculares a las dos
cuerda por sus puntos medios. La
interseccion de estas perpendiculares es el
centro del circulo. Quedard generado el
triangulo naranja con catetos:

atc
2

_btd_ _d-b
Yy=73 -

e hipotenusa R. Como las cuerdas son
perpendiculares, el triangulo es rectangulo y
al aplicar el teorema de Pitagoras:

=(a+c) +(d—b)

7

_ 2
R 4 4
_al+b?+c?+d?
- 4
(b+d)/2 — 2(ac — bd)
a? +b?% +c? +d?

(pues a-c = b-d, por el teorema de las cuerdas). De donde:

4R?> = 3% +b? + c? + d?
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Septiembre 28: Halla el radio de la circunferencia

Solucidn: ) ] ]
Consideremos la recta perpendicular a la cuerda que mide 12

por su punto medio, que pasard por el centro del circulo.
Hallamos los simétricos de los extremos de los segmentos
dados respecto a esta perpendicular y tendremos entonces la
figura adjunta.

Aplicamos el teorema de las cuerdas y obtenemos:

14x=(12+4+2)-x = x=2

Y, ahora para finalizar:

1.- o bien aplicamos el teorema de Faure (aprovechando que las
cuerdas son perpendiculares):

4R? =22+4+22+4+ 14+ (12+2)?2 = R=10

2.- o bien, volvemos a trazar la perpendicular a la cuerda que mide (14
+ 2 =) 16 por su punto medio que se intersectard con la otra
perpendicular en el centro del circulo. Aparece entonces el tridngulo
color naranja que es rectangulo (al ser los segmentos proporcionados
al principio perpendiculares). Aplicando a este tridngulo naranja el
teorema de Pitdgoras, tenemos:

R=+/82+62 =10

Septiembre 29: TEOREMA DE LAS CUERDAS:
ab=cd
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Solucidn:

Los triangulos AADE y ACBE son semejantes, pues los dngulos en
E son opuestos por el vértice y los angulos en D y en B subtienden
el mismo arco (el arco AC). Por tanto:

-=— & ab=cad

Septiembre 30: POTENCIA DE UN PUNTO: Circulo, secante y tangente. P
Prueba que: B

PA2 = PB-PC

Solucidn:

Consideremos los triangulos ACAP y AABP. Estos dos
tridngulos son semejantes pues tienen en comun el
angulo en P y el dngulo en A y el angulo en C (que
subtiende al arco AB) son iguales (Si C se aproxima a A por
B la circunferencia las rectas que pasan por Cy A tienden a
la tangente AP y el segmento CB tiende al segmento AB).
Luego, tendremos:
AP PB

- = 2 — .
5C = Ap < AP PC-PB

C A

(2]



