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SOLUCIONES ABRIL 2022

PROBLEMAS CON CALCULADORA CASIO fx-CG50. AUTOR: RICARD PEIRO | ESTRUCH. IES “Abastos”.
Valéncia

Abril 1-2: Sea la esfera de ecuacion E = x? + y? +z2 — 2x + 6z = 0.
Determinar las coordenadas del centro y la medida del radio.
Verificar si el plano I=3x—-2y+6z+1=0 y la esfera son
secantes. Determinad el radio de la circunferencia interseccién de
E, II. Determinad el centro de la circunferencia interseccion de E, I1

Solucién: Abrimos el Menu Grdfico 3D. Representemos la esfera y el plano:

B [MathRadorml [d/c](a+bi

i Completando cuadrados:

2
Iy E=(x—1)?+y*+ (z+3)* = (V10)
Las coordenadas del centro son
C(1,0,—3) yelradio R =+v10.

Para estudiar la posicion relativa del plano
y la esfera, calculemos la distancia del
centro de la esfera al plano.

3-1-2-0+6(=3)+1| PN

d(c, M) = 2
(©m V324 (—2)2 + 62 r

d(C,M) =2 <R =10

Es decir, el plano y la esfera son secantes.

Consideremos la circunferencia interseccién de la esfera y el plano. Sea O el centro de la circunferencia. Sea
la seccion de la esfera que pasa por el centro C y perpendicular al plano. Sea r = OM el radio de la
circunferencia interseccion.

CO=2,CM =+10

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo COM

r2=(VI0) —=22=6 r=6

Para calcular el centro de la circunferencia interseccion de E, I, determinemos la interseccion de la recta
perpendicular a IT que pasa por el centro C(1,0, —3) de la esferay el plano I1

El vector director de la recta perpendicular al plano que pasa por C es el vector caracteristico del planov =
(3,—2,6).

Su ecuacidn vectorial es:
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r=xyz) =(1,0-3)+(3,-2,6)a
[E] [MathRad[Norml] [d7c]fa*bi

Abrimos el Menu Grdfico 3D.
Dibujemos la rectar:

B MHathRadMorml [d7c](a*bi]

2: Plano i
E J\
X K
Con la funcién G-Solv determinemos la
interseccion de larecta r y el plano II. Z
X=1.8b671
¥Y=-0.571 L INTERSEC
Z=-1.28b-¢

-G

El centro de la circunferencia es:

P(1.8571,—0.571,—1.285)

Analiticamente, para calcular el punto interseccidn, resolveremos el sistema formado por larectary el plano
I1.

:{2x+3y=2
“By+z=-3
{3x—2y+6z=—1

2x+ 3y =2
3y+z=-3

Abrimos el Menu Ecuaciéon: Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales formado por la recta r y el plano
II.

B HatRdfeml [@c)ewh B FtRdbem] [k
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d ¥
1 3 -2 & -1 ‘:’[-0.5'?1
2 2 3 0 2 ZL=1.286
3 v} 3 1
13
_3 7
(SOLVE] [EEA3CLEARI(EDIT] [REPEAT)
(=13
| ¥ =7
{ 4
Y=z
9
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Entonces, el centro de la circunferencia es:

P(13 4 9)
7 7 7

Abril 4: Determinar la ecuacion de la esfera de centro C(3, =5, —2)
y tangente al plano
2x—y—32+11=0

Solucidn: Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos el plano y la recta que pasa por el punto C(3,—5,—2) y
tiene vector director el caracteristico del plano a = (2,—1,—3). Recta perpendicular al plano. La
interseccion de la recta y el plano nos da el punto de tangencia de la esferay el plano.

B HathlFadorml) [dic)fst] B HathlRadHormd) [d7c)asb]
Grafico 3D .
18P lano [—3 s AL

2 X+ -1 ¥

+ -3 Z+ 11 =10

Z
.5
N[ DELETE] TYPE J3D-GMEM [DRAW | 5
B HathRsdMornd) [dic)lash]
1:Plano
2:Recta = ?_f\
¥
Con la funcion G-Solv, determinamos la interseccion de la -
rectay el plano. X=-1
¥Y=-3 - INTERSEC
Z=4 S
.ﬁ
5

El punto de tangencia es T(—1,3,4). El radio de la esfera es la distancia entre el centro y el punto de
tangencia:

r=,(-4)2+22+62 =2V14
La ecuacion de la esfera es:

Ez(x—3)2+(y+5)2+(z+2)2=(2x/@2

Definimos la ecuacion de la esfera y la representamos graficamente.



B HathRadMormd) [dic]fasb] E] (dZc)asb]
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(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @

a b c

I
C 3 -5 -2 IEEE]

7.483314774
[EACTOR)[EXPANDIEDIT ) [SET]

Abril 5: Determinar la ecuacién de la esfera de radior = 3, que es
tangente al plano

X+2y+2z+3=0
en el punto A(1,1,-3)

Solucidn: El centro de la esfera pertenece en la recta perpendicular al plano en el punto A(1, 1,

tiene por vector director el caracteristico del plano, a = (1, 2, 2). Su ecuacién paramétrica es:

x=14+a«a
r={y=1+2a
Z=-3+2a

Un punto cualquiera de la recta r es:
P(1+a1+2a-3+20) AP=(a2a20)

El radio de la esfera es:

r=||AP|| =3 VoZ+4aZ+ 402 =3
Resolviendo la ecuacién: a = 1, —1. El problema tiene dos soluciones.
Si a = 1. La esfera de centre 0;(2, 3,—1). Su ecuacion es:
C,=x—-2)2+F-3)2%+z+1)?=32
Si a = —1. La esfera de centre 0;(0,—1, —5). Su ecuacidn es:

C,=x*+({y+1)2+(z+5)? = 32

B MathRadMormi) [dic]fathi

—3). Larecta

Abrimos el Menu Grafico 3D. Definimos el
plano x + 2y + 2z + 3 = O y las esferas

C,=x—-22+F-3)2+(@z+1)?=3?
C,=x*+(y+ 1)+ (z+5)? = 32



Abril 6-13: Una esfera tiene el centro en la recta

r_{2x+4y—z—7=0

y es tangente a los planos

M=x+2y—-2z2—-2=0, Q=x+2y—2z+4=0.

Determinad su ecuacidn.

4x+5y+z—14=0
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Solucién: Determinamos la ecuacién paramétrica de la recta r. Abrimos el Menu Ecuacion

B [Eram)
Ecuacion

Seleccionar tipo
Fl1:Simultaneo
F2:Polinomio
F3:Resolver

SIMULJ] POLY JSOLVER

B HtR:dFomi [diclfast]
dn X+bn Y+Cn z=dn
Soluciones
quinitas
,_ T

X 5 22

Y=Z

ﬁ

B [MatiRadFormd [dic]fash]
an X+bn Y+Cg Z=dn
a

c d
1 2 4 -1 7
2 a4 B 1 i4
3 4] 0 0

[SOLVE]REE13CLEARI(EDIT]

La ecuacién paramétrica de la recta r es:

=—-—3
r= * 2 .
y=2a
Z=2x

1
Los dos planos son paralelos puesto que T35S * "

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos los dos planos y la recta

B HathRadornd) (dic)latbl

aX+bY+cZ+d=0 -
T 3
a b c d
C I 2 -2 -2]

1
[EXPRESS)(VECTOR) (POINTS ) (EDIT ] [CSET ]

B HathRadHornl) [dic)farbl]

Punto de paso (Xo,Yo,Z0)
Vector direccién [a,b,c]

;hqf
:3.\_\_\_\1

o Yo Zo

C 3.6 0 0l
a b c

C -3 z HE>

B MathRadFormi) [dic]a+b]
aX+bY¥+cZ+d=0 -
&
a b c d
C 1 2 -2 -
4
[EXPRESS)VECTORJ(POINTSIEDIT ) | SET |

[HathRad|Nornl] (d/c](a+bi

2
[EXPRESS)(VECTOR] P&V |(POINTS)EDIT J[SET |

Con la funcidn G-Solv, determinemos la interseccion de la recta y cada uno de los planos.
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E MathRadMormd) [dic]fa+b] B MathRadMorml) [dic]fa+b]

1: Plano T 2: Plano 1
Eif/-’ /:EJ\"-E ﬁJ\"'I:'
Z

=2 ==4

¥=1 & _EIHT ERSEC ¥= _EIHT ERSEC

Z=1 § - Z=G - -

[(Next [Back] [(Next )[Back]

Las coordenadas del punto interseccién del plano [l = x + 2y — 2z — 2 = Oy larecta

r={4X+5y+Z—14=oes-P(z'l,l)

Las coordenadas del punto intersecciéon del plano Q = x + 2y — 2z + 4 = Oy larecta

r= {42:: 54yy+ zZ— 174 =00 es: Q(=4,5,5)

El centro de la esfera es el punto medio del segmento PQ. Sus coordenadas son: 0(—1, 3.3)
El radio es igual a la distancia del centro O(—1,3.3) al planolI=x+ 2y —2z—-2=0
-1+2-3-2-3-2|

r= =1
V12422 4+ (=2)2

La ecuacidn de la esfera es:
(x+ 12+ -3+ (=z—-3)?=1?
Definimos y representamos la esfera:

B MathRad[orml [dic)a+bi

Para calcular los puntos interseccién de la recta r y cada uno de los planos se pueden resolver los sistemas
formado por la recta y cada uno de los planos: Abramos lo Menu Ecuacion:

El  MathRadormi) [dic]fa+b] B MathiRadBormi) [dic)fa*b]
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d ¥

1 2 4 =1 7 ?[ 5

2 4 5] 1 14 z B

3 1 2 -2

2 -4

[SOLVE)NENRA[3([CLEARIEDIT ) [REPEAT]
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Las coordenadas del punto interseccion del plano Q = x + 2y — 2z + 4 = 0y larecta

_{Zx+4y—z—7=0

=lax+5y+z— 14 =0 U455)

Abril 7-8: Determinad la ecuacion de la esfera que es tangente a
los planos

MM=6x—3y—2z—-35=0, Q=6x—-3y—-2z+63 =0,
sabiendo que el punto M (5,-1,-1) es un punto de tangencia en uno
de los planos.

.. -2 - -35
Solucién: Los dos planos son paralelos puesto que §=_—;=_—2¢6—1. Notemos que M(5,—1,—1)

pertenece al plano I1 = 6x — 3y — 2z — 35 = 0 puesto que satisface su ecuacién:
6:5—-3-(-1)—2-(-1)—35=0
El didmetro de la esfera es la distancia del punto M(5,—1,—1) al plano Q = 6x —3y —2z4+63 =0
_ 6:5—3-(-1)—2-(-1)+63 _ 14
V62 + (=3)2 + (-2)?
Entonces, el radio de la esfera es r = 7. El centro de la esfera es el punto medio del segmento formado por
el punto My la proyeccién de M sobre el plano 0 = 6x — 3y — 2z + 63 = 0. Calculamos la ecuacién de la

recta perpendicular al plano Q1 = 6x— 3y —2z+ 63 =0 que pasa per M que té vector director el
caracteristic del planol a = (6, —3,—2). Su ecuacion es:

r=xyz) =(5-1-1)+ a(6,—3,-2)

2r

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos los dos planos y la recta.

B HathRadfomD (diclatbl B HathRadBornl (dic)abl
aX+bV+cZ+d=0 i @( a¥l+bY+cZ+d=0 i @(
a b c d a b c d
C 8 -3 -2 IEER? C B -3 -2 IEE:
-35 63
EXPRESSIIVECTOR|{POINTS J_EDIT | [SET ] EXPRESSI|VECTOR|{POINTS J_EDIT | [SET ]
B HathlRadBoonl) [dic)fash] (dre)fasb]
Punto d (¥0,Y0,Zo) ~
‘.F::t:r :ieif:cscaién n[su,'i.:r.t:':i }N /lz\
¥o Yo Lo x. ¥
C 5] -1 -1]

a b

c
C 6 -3 I
-2
[EXPRESSIVECTOR)( P&V J(POINTS)(EDITJ[SET |
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HathRadMorml) [d7c)(a+b]

2: Plano

3: Recta % )Z\
Para determinar la interseccién del plano Q = 6x — 3y — i x T
2z+63=0 y la recta r=(xyz)=(-1,-1)+
a(6,—3,—2) se utiliza la funcién G-Solv: ==-7 yA s

Y=56 INTERSEC

e

[(Next J[Back]

Las coordenadas del punto proyeccion son:
M'(-7,5,3)
El centro de la esfera es el punto medio del segmento MM'. Sus coordenadas son:
0(-1,2,1)
La ecuacion de la esfera es:
E+1D2+ -2+ (z—1)* =72

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos la ecuacion de la esfera y la representamos

B MathlRadMorml [d7c](a+bi

E [HathRadForml) [dic)fa+b]
{({-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2

Abril 9: Determinad la ecuacién del plano tangente a la esfera
x2+y%+2z%2=49
en el punto M (6,-3,-2)

88

Solucidn: La esfera tiene centro el punto 0(0,0,0) yradior = 7. El punto M(6, —3, —2) pertenece a la esfera
ya que 62 + (—3)% + (—2)? = 49. El vector caracteristico del plano tangente a la esfera en el punto M es:

OM = (6,—3,-2)
La ecuacion del plano es:
6(x—6)—3(y+3)—2(z+2)=0
Simplificando:

6x—3y—22—49=0
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Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos la esfera y el plano y los representamos:

B HathRadMormd) [dic]fash]

(H—-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2

[

B HathRadFornd [dic]fsbl
aX+bY+cZ+d=0

B d

ano
¥+ -3 ¥

-49 =0

-2 7+

a b c r a b . 3
C 0 0 o K C 8 3 2 T
7 -49
[FACTOR |[EXPAND{ EDIT | L SET | (SFT)
B HatiRad o] (drc)fasbl
Grafico 3D :
1HEsfera [—1 A
(X= 0 )z+(y-_ 0 )2 !
+(Z- 0 2= 7 =

[DRAW

Abril 11: Determinad las ecuaciones de los planos tangentes a la

esfera
(x —3)%+ (y + 2)?
paralelos al plano

4x + 3z —

+(z—1)2 =25

17=0

VEL

5
¥8

Solucidn: La esfera tiene centro O(3,-2,1) y radio r = 5. El vector caracteristico del plano4x +3z—17=0es a
= (4,0,3). La recta perpendicular al plano 4x + 3z — 17 = 0 que pasa por el centro de la esfera tiene direccion

el vector caracteristico del plano:

xvy,z)=(3,-2,1) + a(4,0,3)

Con la interseccion de la recta y la esfera calculamos los puntos de tangencia:

{

Entonces, a = 1,—1

x—32+F+2)?%*+(z—-1)?2=25
xv,z)=(3,-2,1) +a(4,0,3)

(40)* + 0% + (3a)? = 25
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Si a.= 1, el punto de tangencia es T, (7, —2,4). La ecuacién del plano es:

M =4x—-7)+3(z—4)=0 T =4x+3z2—-40=0
Si a = —1 el punto de tangencia es T, (—1,—2, —2). La ecuacién del plano es:

m, =4(x+1)+3(z+2)=0 m,=4x+3z+10=0

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos la esfera y los dos planos y los representamos:

B HathlRadBomd) (dic)fsb] B HathRadForml [dic)fa+bl
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 aX+bY+cZ+d=0
= =
a b c r a b c d
C 3 -2 1 G C 4 0 3 EL
5 -40
[FACTOR|[EXPAND]|_EDIT | | SET | S|(VECTOR](POINTS ) EDIT | | SET |
[E] [drc]fatbl] [E] E (dlc] bl
aX+bV+cZ+d=0 @- Grafico 3D
F 2HBP lano [—]
a b c d 4 X+ 0 v
C 4 0 3 - + 3 I+ -40 =0
10
J(VECTOR)(POINTS ) EDIT | SET | [EIEAl| DELETE [DRAW |
(d7c)(ash B HathRadForml [dic)fa+bl

; B -

=]
.

Abril 12: Demostrad que el plano 2x — 6y +3z—49 =0 es
tangente a la esfera

x2+y2+2z2=49

Calculad las coordenadas del punto de tangencia.

Solucién: La esferax? + y? + z? = 49 tiene centro 0(0,0,0) y radior = 7. El plano es tangente si la
distancia del centro de la esfera al plano es igual al radio. La distancia del centro 0(0, 0, 0) al plano 2x —
6y + 3z — 49 = O es:
2:0-6-0+3-0—49|
d= =7
22 4 (—6)2 + 32
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Por tanto, el plano es tangente a la esfera. Para calcular el punto de tangencia calcularemos la interseccién
del plano 2x — 6y + 3z — 49 = 0 y la recta perpendicular al plano que pasa por el centro de la esfera. La
recta pasa por el punto 0(0, 0, 0) y tiene direccidn el vector caracteristico del plano,

a=1(2,-63)
Su ecuacion es
r=(xyz) =(0,00)+a(2,—6,3) xy,z) = (2a,—60,30)
Sustituyendo las coordenadas en la ecuacién del plano:
2-2a)—6(—6a)+3Ba)—49=0
Resolviendo la ecuacion o = 1. El punto de tangencia tiene coordenadas P(2, —6, 3)

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos la esfera, el plano vy la recta.

B HathRadBom] ([diclatbl B HathRadBornl) [dic)fa+bi
(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z-c)2=r2 % aX+bY+cZ+d=0 }@:
a b c a b c d
C 0 0 C 2 -8 3 EE?
7 -49
[FACTOR)[EXPANDI[EDIT ] [SET ] EXPRESS|(VECTORJ{POINTS J{_EDIT | [SET )

B HathRadMorml) [dic)fasbl]

r=ro+t¥ N
[

—

r'o
X 0 = 2
8 i)
z 0 Al 3
3
EXPRESS (VECTOR)( P&V J[POINTS(EDIT ][ SET ]
B [MathRad[Merml [dic][a+bi

<l

Determinamos con la funcion G-Soly, la interseccidn de la recta y el plano:



B MathRadformd [d7c)fa+bi

2: Plano

® INTERSEC

El punto de tangencia tiene coordenadas P(2, —6,3)

Abril 14: Determinad la ecuacidn de la circunferencia que pasa
por los puntos A (3,-1,-2), B (1,1,-2) y C (-1,3,0)
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Solucidn: Abrimos el Menu Ejec-Mat:. Definimos los vectores AB = (2,2, 0),R = (—4,4,2)

Radform]) [d7c](avbl]

B Radform1) (dFe)fathl]

Vector
)

\/ cC s

Vet C

Vet D

Vet E

Vet F
DELETEJDEL-ALL] DIM |

:None
:None
:None
:None
:None
:None

B RadBornl) [dic]fathl

B 1 2 3

1C -4

_ROW_[COLUMN/EIA

+ -

A 1 2
1C -2 -l Of
0
= | ROW JCOLUMN/NEsThMl]
B MathRadMorml) [dic)fa+bl
CrossP(Vet A,Vet E)U]

l

Vet | DotP([CrossP(Angle(UnitV (II=E

El plano que pasa por A, B, C tiene ecuacion:

Tapc =X+y+D=0

El punto A(3,—1, —2) pertanece al plano. Entonces,3—1+D=0,D = -2

Magc = x+y—2=0

Para determinar el centro de una de las esferas que pasen per los puntos A, B, C determinaremos los planos
mediadores de los segmentos AB, AC y calcularemos la intersecciéon de estos dos planos y del plano que
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pasa per A, B, C. El punto medio C; del segmento AB tiene coordenadas: C; (2,0, —2) .El vector caracteristico
del plano mediador del segmento AB esAB = (—2,2,0).Su ecuacion es:

M =—-x+y+E=0
El punto C, (2,0, —2) pertanece al plano, por tanto:
—-24+0+E=0 E=2 my=—-=x+y+2=0

El punto medio B; del segmento AC tiene coordenadas: B;(1,1,—1). El vector caracteristico del plano
mediador del segmento AC es AC = (—4,4,2). Su ecuacion es:

m, =-2x+2y+z+F=0

El punto B; (1,1, —1) pertanece al plano, pertanto —2+2—-1+F=0,F=1, n, = -2x+2y+z+1=
0. El centro es la interseccién de los tres planos.

Abrimos el Menu Ecuacidon: Resolvemos el sistema:

x+y=2
{ —X+y=-2
—2x+2y+z=-1
B  HathlRadMormil [dc)a+b] B MathRadMornd [drc]fa+hl
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d ¥
1 1 1 0 2 ‘E[ o
2 -1 1 0 -2 Z
3 -2 2 1
-1 2
[SOLVE |ARFIFCLEARI EDIT | [REPEAT]

Las coordenadas del centro son: O(2, 0, 3). El radio de la circunferencia que pasa por los puntos A, B, C es:

r=,B-2)2+(-1-0)2+(-2-3)2=+27
La ecuacidn de la circunferencia es igual a la interseccion del plano tpgc = x+y—2 =0y la esfera de

centro 0(2,0,3) yradior = v27

{ Xx+y=2

(x—2)>+y*+(z—-3)*=27

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos las ecuaciones del plano mpgc = x+y—2=0y
la esfera (x — 2)2 +y2 + (z— 3)? = 27

B HathlRadForml) [dic]fasb] E HathFadForml) [dic)fa+b
aX+b¥+cZ+d=0 @ (¥-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 @
a b c d a b c r
C 1 1 o e C 2 0 3 ENEERND
-2 5.196152423
EXPRESSI[VECTOR][POINTS JLEDIT | [(SET ] [FACTOR][EXPAND][EDIT ] [(SET ]




B MathRadformd [d7c)fa+bi

ALY ALY A

RO YRR LR LT
UL

PO <YLY RN

A

Abril 15-16: Determindis la posicion relativa de la recta

Xx=2-2a
_ 7
r= y=—i+3(x
Zz=-2+a

y la esfera

1
EEx2+y2+z2+x—4y—3z+§:0

(x-2P 47 #(=z-3) = (3V3)

x4y =2

(2:0:.3)
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Solucién: Completando cuadrados, la ecuacién de la esfera es:
1\2 3\2
+=) + —22+(——)=6
(X 2) y=27"+{z~3

El centro de la esfera es el punto O (—%, 2,;), el radio es r = V6. Calculemos la proyeccion del centro O

. . 1 3
sobre la recta r. Consideremos el plano perpendicular a la recta r que pasa por O(_E'Z'E) y vector
caracteristico el director de la recta v = (—2,3,1). Su ecuacion es:

HE—Z(x+%)+3(y—2)+(Z—%)=O

Simplificando:

17
[I=-2x+3y+z——=0

2
Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos la esfera la recta y el plano.
B HathlRadormd) [dic)@sb] B MathFadMornl) [dic)@+b]
(¥-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 Punto de paso (Xo,Yo,Zo) %if
Vector direccién [a,b,c] F
a b c ¥o Yo Zo
L -0.B 2 1.5 PR C 2 -3.5 -2]
a b c
C -2 : R
2.449489743 1
[EACTOR][EXPANDI(EDIT ] [SET] [EXPRESS)(VECTORI[ P&V [POINTS)(EDIT J{ SET |

B MathRadForml) [dic](a+b]
Punto de paso (Xo,Yo,Z0) %i,-f

Vector direccién [a,b,c]

LT

%o Yo Zo
C 2 -3.56 -2]
a b

C
C -2 3 -
1
EXPRESS (VECTOR) P&V J[POINTS ) EDIT JLSET ]
[E] [MathRad[Norml] [d7c]fa*bi

Con la funcidn G-Solv, determinemos la interseccion de la recta y el plano (punto proyeccion)
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2: Recta

A=-1. E'?l
¥=1.8571

2=-0.214°5

B HathRadMormi) [dic)fashl]

Y

INTERSEC
-5

55

El punto proyeccién tiene coordenadas P (% g 1—4)

Oy la proyeccién P.

[E EEEE&]LHH:&II L*i&lh_hu

[__+2] [

[

JUMP JDELETE

Calculamos el cuadrado de la distancia entre el centro

N E

10?142857

JUMP JDELETE

2
Entonces, la recta corta a la esfera ya que (d(OP)) <r’=6

Abril 18: Determinad la ecuacion de la esfera de centro 0(2, 3,

corta a la recta

={5x—4y+32+20=0
" (3x—4y+z—-8=0

en una cuerda de longitud igual a 16.

Solucién: Abrimos el Menu Ecuacion. Resolvemos el sistema formado por la recta por determinar en forma

paramétrica:

B HatRadForn]) (d/c)ashl]
Ecuacion

Seleccionar tipo
Fl1:Simultaneo
F2:Polinomio
F3:Resolver

SIMULJ POLY JSOLVER

—1) que

1518 ¥

B HathFadFomd) [dic)fet])
an X+bn Y""CE Z=dn
a

c d

1 5 -4 3 -20
2 3 -4 1 8
3 0 0 0

[SOLVE |IERII|CLEARI EDIT |
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B FtRdFemi (dclbhl
an X+bn Y+Cn Z=dn
Soluciones
Infinitas
X=—14-7
25 1

y=—22-=

2 2
ﬁ

La ecuacidn paramétrica de la recta es:

Xx=—-14 -«
=) 251
y="772¢
Z=U

Un punto de la recta s es A(—14,—275,O) y el vector director v = (—2,—1,2). Determinamos el punto

proyeccién del centro O sobre la recta s. El plano que pasa por 0(2,3,—1) y es perpendicular a la recta s =

x=-14 -«
25 1 .. L .
y=—5 -5« tiene vector caracteristico el vector director de larectas, v = (—2,—1,2)
Z=q

La ecuacion es
N=-2x—-2)—-(y—-3)+2(z+1)=0
Simplificando:
M=-2x—y+22+9=0

Abrimos el Menu Grdfico 3D.

x=-14—-«
Definimos y representemos larectas = {y = — 22—5 — %a yelplanoll = =2x—y+2z+9 = 0.
Z=aq
B HathRadHorml) [dic]fa+b] B HathFadHorml [dic](a+b]
Punteo de pase (¥o,Y0,Z0) - aX+b¥Y+cZ+d=0 -
Vector direccién [a,b,c] 3‘-"?}‘\-_; 3'@
¥o Yo Zo a b c d
L -14 -12.5 0] C -2 -1 e HE?
a b c
C -2 -1 I
2 9
[EXPRESS|[VECTOR) P&V J[POINTS)(EDIT JSET | [EXPRESS|[VECTORI[POINTSJEDIT ) CSET ]

El




Con la funcién G-Solv, determinemos el punto interseccién, punto medio de la cuerda.

B MathRadforml [dic)fa+hi
1: Recta .
2: Plano
-

X
X==-3
Y==T7 INTERSEC
Z=-11

14 14

Las coordenadas del punto medio de la cuerda son: M(—3,—-7,—11)

Abrimos el Menu Ejec-Mat. Calculemos la distancia del centre O al punt M

d(O,M) = /(=3 —2)2+ (=7 —3)2 + (=11 + 1)2

Bl MathRadHorml) [dic)farb]

J(=3-2)2+ (=7-3) 2+ (-11
15

[

JUMP JDELETE

Sea r el radio de la esfera. Aplica

ndo el teorema de Pitdgoras: r?> = 82 + 152

B HathRadMorml) [dic]fashl]

](_3_2)2+(_7_3)2+(_H%
J82+152

17
[
(TOP_J(BOTTOM Pagele]

El radio de la esfera esr = 17. La ecuacion de la esfera es:

(x—2)2+@-32+(@Ez+1)?*=172

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representemos la esfera.
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El [MathRad[Norml) [d/c]fa+bi

B HathRsdHorml) [dic)farb]

({-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2

[FACTOR)[EXPAND](EDIT ]

[ SET |
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Abril 19-20: En la esfera de ecuacién E = (x —1)% +
(y+2)?+ (x —3)2 =25 determinad el punto M mas
proximo al plano IMM=3x—-4y+19=0 vy calculad Ia
distancia del punto M a este plano.

Solucidn: La esfera tiene centro el punto O(1,—2,3) y radio r = 5. Veamos que el plano es exterior a la
esfera. Calculemos la distancia del centro O(1,—2,3) alplano[I=3x -4y +19=0

3-1-4-(-2)+0-3+19
V32+(—4)2+02

Entonces, el plano es exterior a la esfera.

d(o,m =

=6, dOIM)=6>r=5

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos la esfera y el plano.

Bl MathRadFormd) [dic]fa+b] _ B MathRadMorml) [dic]fa+b]
(¥{-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2 @ a¥+bY+cZ+d=0 @
a b c r a b d
(R -2 3 5] C 3 -4 o IEE:?

1 19
[FACTOR)[EXPANDI(EDIT ) [CSET Eall

El

La recta perpendicular al plano I1 = 3x — 4y + 19 = 0 que pasa por el centro 0(1,—2,3) tiene vector
director el caracteristico del plano a = (3, —4, 0). Su ecuacidn es:

r=&xyz=01,-2,3)+a3,—4,0)
Un punto cualquiera de la recta tiene coordenadas:
M(1 + 3a,—2 — 4a,3)
Sustituyendo las coordenadas del punto en la ecuacién del plano:
(Ba)? + (—4a)? = 25
Resolviendo la ecuacion:

a=1,-1
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Si a =1, el punto interseccién tiene coordenadas M;(4,—6,3). Si « = —1, el punto interseccién tiene
coordenadas M, (—-2,2,3)

Calculemos la distancia del punto M; (4, —6,3) alplano [l = 3x—4y+ 19 =0
3:4—4-(—-6)+0-3+19
V32 + (—4)% 402
Calculemos la distancia del punto M,(—=2,2,3) alplanol1=3x—4y+ 19 =0

3~(—2)—4-2+O-3+19‘=1
32+ (—4)2 + 02
El punto mas préximo al plano [1 = 3x — 4y + 19 = 0 es M,(—2,2,3)

d(M,,TT) = ‘ |= 11

d(MZI H) = ‘

Abril 21-22: Calculad la distancia mas corta del punto A (1,-
1,3) a la esfera

E=x?>+y?+2z2—-6x+4y—102z—62=0

¢En qué punto de la esfera se logra la distancia mas corta?

Y TiE1s

Solucién: Completando cuadrados:
E=x-3)2+F+2)?+(z-5)2=62+9+4+25=102
Las coordenadas del centro de la esfera es 0(3,—2,5)yelradioR = 10
Estudiemos la posicidn relativa del punto A(1, —1, 3) respecto de la esfera.
1-3)2+(-1+2)?2+((3-5)2=9<102

El punto A(1,—1, 3) es interior a la esfera.

O0A=(1-3)2+(-14+2)2+(B3-5)2=3
La distancia mas corta es:
dpn =R—0A=10—-3=7
La distancia mas larga es:
dpsx =R+0A=10+3=13, O0A=(-2,1,-2)
La ecuacion de la recta que pasa por los puntos O y A es:
roa = xy,z) =(3,-2,5) +a(—-2,1,-2)
Un punto cualquiera de larectargy = (x,y,2) = (3,—2,5) + a(—2,1, —2) tiene coordenadas:
P(3—-2a,—2+a,5—2a)

Determinemos la interseccidon de la recta y la esfera. Substituimos las coordenadas del punto
P(3—2a,—2 + a,5 — 2a) en la ecuacién de la esfera:

(—2a)? + o + (—20)%2 = 100



Resolviendo la ecuacion:

. 10
Sia=—
3

-11 4

P (5

3

29 —16
P(——
2\3’ 3

) )

)

-5
?r

P, (Q -le 35) es el punto mas alejado de A.

3’ 3’3

D wm= GG () =

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos la esfera y la recta

B HathRadWorn] [dic]fsh]
(Z-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2
a b c
C 3 -2 b
10
[FACTOR][EXPANDI(EDIT) Hal
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B MathRadforn) [dic]fasbl

Punteo de paso (¥o,Yo0,Z0)
Vector direccién [a,b,c]

X0 Yo Zo
-1 3]

c
-2

C 1

b

a
-2

C

[EXPRESS]

-2
(VECTORI P&V ] (POINTSIEDIT I SET

e

Abril 23: Determinais la ecuacién de la esfera que pasa por los
puntos A(3,1,-3); B(-2,4,1); C(-5,0,0) y tiene el centro en el plano

NN=2x+y-z+3=0

Solucidn: Calculemos las componentes de los vectores AB, AC
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AB = (-5,3,4), AC = (-8,—1,3)
Los vectores son linealmente independientes ya que las componentes no son proporcionales

—5¢ 3
-8 -1

Calculemos los puntos medios de los segmentos AB, AC

El punto medio del segmento AB es D G,g —1)

El punto medio del segmento AC es E (—1,%,_73)

El plano mediador del segmento AB tiene ecuacidn:
1 5
My=-5(x—2)+3(y—2)+4@+1)=0, I =-5x+3y+4z=1
El plano mediador del segmento AC tiene ecuacién:
_ 1 3\ _ _ _
N, =-8(x+1)—(y—3)+3(z+3) =0, M,=-8x—y+32=3
El centro de la esfera es igual al punto interseccidn de los tres planos.

Abrimos el Menu Ecuacion:

B HBRIfml [@JaH B HatORdfoml [Eah
Ecuacion an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d

1 -5 3 a 1
Seleccionar tipo 2[ -8 -1 3 3
Fl1:Simultéaneo 3 2 1 -1 m‘
F2:Polinomio
F3:Resolver -3
SIMULJ POLY JSOLVER

B HathFadormi) [dc]fa+h]
an X+bn Y+Cn Z=dn

=

[REPEAT

El centro de la esfera es el punto O(1, —2, 3). El radio de la esfera es:

r=0A=,(3-1)2+(1+2)2+(-3-3)2=7
El radio de la esfera esr = 7. La ecuacion de laesferaes (x — 1)2 + (y + 2)* + (z— 3)* = 72

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos la esfera.
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E [Hathl[RadlNormi) [dic]fa+bi]
B MathRadMorml) [dic)f+b] z
(M—a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 )\
K i
a b c
C 1 -2
7
[FACTORI[EXPANDI(EDIT | [ SET |
Abril 25-26: Sean las esferas de ecuaciones
E, =x? +y%+1z?% =25, 15 Ba
E, =x*+y%?+22-10x+ 15y —25z2=10
Probad que las dos esferas son secantes.
Determinad el plano que contiene la interseccion de las dos Z
f .
esferas . 15
Determinad el centro y el radio de la circunferencia -15
interseccion Y 15 15

Solucién: La esfera E; = x? +y? +z2 = 25 tiene centro 0,(0,0,0) y radio R; = 5. Completando
cuadrados en la esfera E, = x? + y%? + z2 — 10x+ 15y — 25z =0

15\2 2512 225 625 /5
_ 2 _ —_— — [ p— =
(x—5) +<y+2) +(z 2) 25+ ="+ (szs)
15 25

El centro de la esfera es O, (5,—7,7) y radio R, = 2\/38. Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y

2

representamos las dos esferas.

B HathlRadHormd) [d7c)asb] B HathFadfornl) [d7c)ftb]
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 (X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

a b c a b c
C 0 0 C 5§ =7.5 12.5 [ENIR)
5 15.41103501
[FACTOR] [EXPANDI[EDIT ] [SET ] [FACTOR)[EXPAND](EDIT ] [SET ]
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B MathRadformd [d7c)fa+bi

g =t
~13 Y 15Z

-t

Veamos analiticamente que las dos esferas son secantes. Calculemos la distancia entre los dos centros.

_ 15 2 /25 2 5
0,0, = (5—0)2+<—7—0) +<7—0) = >V38

La suma de los radios es:
Ry +R; =5+2v38>0,0,

La diferencia de los radios es:
5 -
R, — R, =§\/38 -5>0,0,

Entonces, las dos esferas son secantes.

El plano interseccién de las dos esferas es el plano formado por la diferencia de las ecuaciones de las dos
esferas:

[1=10x— 15y + 25z = 25
Simplificando:
N=2x—-3y+5z—-5=0

Representemos el plano.

[E] Math)Rad[Norml [d7c][a*hi

B HathRsdfornl [dic)iasb]

aX+bY+cZ+d=0 -
L&
d

C 2 -3 5 IS

[EXPRESS)(VECTOR)(POINTSJ(EDIT [ SET |

Y 15 15

El centro de la circunferencia interseccidn de las dos esferas es la proyeccién del centro 0,(0, 0,0) sobre el
plano IT1 = 2x — 3y + 5z — 5 = 0. La recta r perpendicular al plano que pasa por 0,(0, 0,0) tiene vector
director el caracteristico del plano a = (2,—3,5) y su ecuacién es:

r=(xyz) =a(2,-3,5)
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Sustituimos las coordenadas de un punto cualquiera de la rectar, (2a, —3a, 5a) en la ecuacion del plano:
22a) —3(—=3a) +5(5a) —5=0

Resolviendo la ecuacion:

La interseccién del plano y la recta es:

(G=5%), 00=dOum =5 =7

Consideremos el triangulo rectangulo formado por los catetos 0,0, O y un punto de la circunferencia y de
hipotenusa R; = 5. Sea R el radio de la circunferencia. Aplicando el teorema de Pitagoras:

2 _ p2 5)? —c. |37 o
52 = R +(m) R=5 &“’493

Abril 27: Probad que el punto T(1,0,1) pertenece al plano
mM=x—2y+2z=3.

Determinad la ecuacion de la esfera que pasa por el punto
P(1,0,5) y es tangente en T al plano .

Solucidn: Substituimos el punt T(1,0,1) en la ecuacidén del plano T = x — 2y + 2z = 3 y veamos que se
transforma en una igualdad:

1-2-04+2-1=3

El centro pertenece a la recta r perpendicular al plano que pasa por el punto T(1, 0, 1). El vector director de
la recta r es el caracteristico del planom, a = (1, -2, 2)

r=(xyz=(01,01)+u1,-2,2)
El centro de la esfera tiene coordenadas:
O(l+w -2 1+ 2p)
El centro cumple que d(O, T) = d(O, P) = R, radio de la esfera.
d(0,T) = /(=2 + 2W? + (-2p)? = 3/u?
d(0,P) = /(=2 + 2% + (4 — 21)% = /92 — 16p + 16

312 = /9% — 16p + 16

Abrimos el Menu Ejec-Mat: Resolvemos la ecuacion:
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[HathlRadForm1]
SolveN(3{x? =J9x2—16{1i

O

T
}

La solucidn es:
u=1
El centro de la esfera es 0(2,—2,3). Elradioes R = 3 - 1 = 3. La ecuacion de la esfera es:
x=2) 4+ ({y+1)2*+ (z—3)% =32

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representemos el plano m =x—2y+2z =3, la recta r =
xy2z)=(1,0,1) +u(1,-2,2)ylaesfera(x —2)> + (y + 1)? + (z — 3)? = 32

B MathFadMornl) [dic)(a+b] B MathlFadorml [d7c)fa+b]
aX+bY+cZ+d=0 Punto de paso (¥o,Yo,Z0)
?$ Vector direccién [a,b,c] }X
a b c d Xo Yo Zo
C 1 -2 2 EE C 1 0 1]
a b c
C 1 -2 D
-3 2
EXPRESSI[VECTORI{POINTS || EDIT | [CSET) EXPRESSIVECTORI( P&V J[FOINTS)(EDIT J(SET

[Hath)Bad|Horm1] Z
(¥-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 J\
X Y
a b c
C 2 -2
FETRIEPHDEDT)

Abril 28: Determinad la ecuacién del plano tangente a la esfera
x—3)2+(y—-1%+(z+2)?*=24
gue pase por el punto M(-1,3,0)
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Solucién: La esfera (x — 3)? + (y — 1)? + (z + 2)? = 24 tiene centro 0(3, 1, —2) y radior = v/24. El punto
M(—1,3,0) pertenece a la esfera ya que (—1 —3)? + (3 — 1)? + (0 + 2)? = 24. El plano tangente a la
esfera pasa por el punto M(—1, 3,0) y tiene vector caracteristico

OM = (—4,2,2)
La ecuacidn del plano es:
—4(x+1)+2(y—-3)+2(z-0)=0
Simplificando:
—2x+y+z—-5=0

Abrimos el Menu Grdfico 3D: Definimos y representamos la esfera y el plano.

B [HathRadMorml [dic]fahi Bl MathRadHorml] [dFe]fa+hi
(¥-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @ aX+bY+cZ+d=0 @
a b [ r a b [ d
C 3 1 -2 'EEERD C -2 1 i -5
4,898979486 -5
[FACTOR][EXPANDI[EDIT ] [ SET | [EXPRESSI|YECTOR][POINTS | EDIT | [ SET |

B MathRadorml [dic)a+bi

Abril 29-30: Sea la esfera
x?+y?+2z2—-6x—4y+8z+20=0

Calculad la esfera de igual radio, tangente exterior en el punto
A(1,4,-3) de la esfera. Calculad la esfera de igual radio,
tangente exterior en el punto diametralmente opuesto al
punto A de la esfera.

Solucién: Completando cuadrados:
E=x—3)2+Fy—-2?%+(z+4)?*=32

La esfera E tiene centro 0(3, 2, —4) y radio r = 3. Notemos que el punto A(1, 4, —3) pertenece a la esfera
E ya que satisface su ecuacién:

E=(1-3)2+(4—-2)2+(-3+4)>=32



El centro O, de la esfera tangente en el punto A(1, 4, —3) cumple: 0A = AO,

(-2,2,1)=(x—-2,y—4,z+3)
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Resolviendo la ecuacién: O, (—1, 6, —2). La ecuacidn de la esfera de radio 3, tangente en A a la esfera E tiene

ecuacion:

E,=x+1)2+(—-6)2%2+(z+2)?=3?

El punto A’ diametralmente opuesto al punto A cumple: AO = O—A’)

2,-2,-1)=(x—-3,y—2,z+4)

Resolviendo la ecuacién: A'(5, 0, —5).

El centro O, de la esfera tangente en el punto A’(5,0, —5) cumple:

0,0 =00,, (4,—4,—-2)=(x—3,y—2,z+4)

Resolviendo la ecuacion: 0,(7,—2, —6)

La ecuacidn de la esfera de radio 3 tangente en A’ a la esfera E tiene ecuacion:

E,=x—-7)?+F+2)?2%+(z+6) =32

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos las tres esferas.

B FMatiRadfornd [dfc)l?l B HatiRadfornd [dFc)lttl
(X-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2 @ (X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @
a b c r a b c r
C 3 2 -4 E: C -1 8 -2 HE:
3 3
[FACTOR)(EXPAND](EDIT | [SET ) [FACTOR)[EXPANDIEDIT ] (SET ]

B HathRadHornl) [dic)farbl]

(¥-2)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @

a b c r
C 7 -2 -5 E:
3
[FACTOR]([EXPANDIEDIT ) | SET |

El

[HathRadHornl] (dic](a+bi




