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SOLUCIONES JUNIO 2022

PROBLEMAS PARA UTILIZAR PROGRAMAS GEOMETRICOS. AUTOR: RICARD PEIRO i ESTRUCH. IES
“Abastos”. Valéncia

Junio 1: Calcular la proporcion entre el area sombreada y el drea del
cuadrante.

Solucién: Sea el cuadrante AB de centro O y radio OA = R. Sea la B
semicircunferencia de centro Ly didmetro K] = 2r. Sea la circunferencia M
inscrita en el cuadrado KLMN de centre P. Sea KN = 2s, s el radio de la . /
circunferencia. Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo P

A
OKJ K J

5r2 =R?, ON =r+ 2s,MN = 25,0M =R

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo ONM

R? = 4r? 4+ (r + 2s)%; 10s? ++/5Rs—R? = 0; s=‘1/—§R

Notemos que r = 2s. La proporcién de las areas es:

1 11 1
Sombreada — anz +T[Sz _ 7§+ ﬁ — E
Scuadrante 1 R2 l 5
4 4

Junio 2-3: En una circunferencia de radio R se ha inscrito un tridngulo

equildtero. Se han dibujado 7 circunferencias. Calculdis el radio de las
circunferencias.

Sangaku. Jefatura de Chiba



A
Solucidn: Sea el tridngulo equilatero ABC. Sea la circunferencia
de centro O y radio OA = R. Sea la circunferencia inscrita en el
tridangulo equilatero de radio OT = OK =r

r 1

R 2

Sea T el punto de tangencia. Sea la circunferencia de centro P y
radio PT = s. Por el punto T trazamos una paralela al lado BC
que corta el lado AB en el punto D.

AD =1AB; s=1ir=1R
3 3 6

Sea la circunferencia de centro Q y radio QK = t

2R — 2t = CK = 31; 2t=2R—3r=2R—§R=§R; t=§R

Junio 4: En la siguiente figura, calcular:
ry
I
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Solucidn 1: Sea la semicircunferencia de centro O.

Los diametros BK, CL forman un cuadrado.
__ 5
OL = 71‘1
El rectdngulo ABCD es aureo.
RB_ _1+V5 r,_KB_AB_
AD 2 'r, AR AD
1445 ST
2

Solucién 2: Sea la semicircunferencia de centro O yradio OL =r; + 2,

W=I‘1,ﬁ=2'r1

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo OIA(L:
(ry+2- rz)z = r12 +(2- rl)z
Simplificando:
ril—r, r;—1=0
Resolviendo la ecuacion:

r1_1+\/§
r, 2




Junio 6-7: En la siguiente figura, determinar la proporcidn entre los radios de

los dos tipos de circunferencias.

Sangaku. Jefatura Tochigi

A
Solucién: Sea el tridngulo ABC y O el centro del arco

superior. Sea M el punto medio del lado BC centro de la
circunferencia grande. Sea OM =R el radio de Ia
circunferencia grande. Sea P el centro de la circunferencia
pequefia de la izquierda, de radio s = PQ

0Q =0A=2-MO =2R
PM=R+s,0M=ROP=0Q—QP=0T—-S=2R-s
Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo
Ole/IP:

(2R —5)?2 = R? + (R +5)?

Simplificando:

Junio 8: Los lados de un triangulo mesuran 13,14,15. Calcular el radio de

la circunferencia inscrita

Solucidn: Sea r el radio de la circunferencia inscrita al triangulo. El area del triangulo es:

S_\/42~16-14-12_13+14+15

4 2

Resolviendo la ecuacién: r = 4. Notamos que el tridngulo es heroniano.

r;
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84 = 21r
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Solucién 2: (Miguel Herrainz @M1GU3L_HH). Tendremos:

14 - BC B
= 14
13

Recordando la terna pitagérica 5-12-13, tendremos:

CB=12; AB=5

Por tanto:

e

c 15
14 -12 R(13 + 14 + 15)
A= =84 =

=>R=4
2 2

Junio 9: Los didmetros de los semicirculos son paralelos. Calcular la
proporcidn entre el area sombreada y el drea del circulo.

Solucién: Sea la circunferencia de centro O y radio R. Sea Ia B
semicircunferencia de didmetro AB=2r y centro P. Sea |Ia '
semicircunferencia de didmetro CD = 2s y centro Q. Sea T el punto de
tangencia de las dos circunferencias: Las rectas PT y AB son perpendiculares.
Las rectas PT, DC son perpendiculares.

2ATB = 2CTD = 90°; «BAT = «CDT = 45°

Entonces, los puntos A, T, D estan alineados.

Sea K |la proyeccion de B sobre la recta CD.

BK=PQ=r+s5sDK=|r—s]|

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo BKD:

BD? = (r +5s)? + (r —s)? = 2r? + 2s?; BD = /2(r2 + s2); AT =rv2,DT = sv2,AD = (r +s)V2

A
Aplicando el teorema de los sinos al triangulo ABD:

V2(r2 +s2)

sin 45°

V2(r2 +s2)

=2R, ——=2R

NS

Simplificando:
R? =r? + 52

La proporcién de las areas es:
1

Ssombreada _ 7 -
STotal mR?2 2

mr? + %T[SZ 1
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Junio 10-11: El area del tridngulo rojo es la tercera parte del
rectangulo exterior verde. Calcular la proporcion entre el area
pintada de verde y la pintada de amarillo.

Solucidn: El tridngulo rojo y el rectangulo azul y los dos segmentos
perpendiculares dividen el rectangulo exterior en 9 partes de
areas:

AABCDEFGH

La diagonal de un rectangulo divide el rectangulo en dos partes
iguales.

i

H+E=C+D+F, B+D+E=F+G

El drea del tridngulo rojo es la tercera parte de rectdngulo azul, entonces:

A+H+E+F+G=2(A+B+C+D)
E+F+H+G=A+2B+2C+2D
E+F+(C+D+F—-E)+G=A+2B+2C+2D
E+F+F-E+G=A+B+C+B+D
E+F+F—-E+G=A+B+C+F+G—E
Entonces:

E+F=A+B+C

Junio 13: Las dos circunferencias tienen radio 4. Calcular el radio
de la semicircunferencia.

Solucién: Sea la semicircunferencia de centro O y didmetro AB =

A

2R. Sea el tridngulo rectangulo ABC, C = 90°. Sea la circunferencia
de centro P y radio PT = 4. T es el punto medio del lado AC,
£ATO = 90°

OT=R-38

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo AOT:

AT = \/R2— (R—8)2 = V16R — 64

A A
Los tridngulos rectangulos AOT, ABC son semejantes y de razén 1: 2

BC = 2R —16,AC = 2V16R — 64
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A
El radio de la circunferencia inscrita al tridngulo rectangulo ABC es:

_AC+BC-AB 4_2\/16R—64+2R—16—2R

r=r 2 ’ 2
Simplificando:
12 = V16R — 64
Resolviendo la ecuacion:
R=13

Junio 14-15: En la figura, el radio de la
semicircunferencia es R = 1. Calcular el radio de
los cuatro tipos de circunferencia.

Jefatura de Fukushima.

Solucién: Sea la semicircunferencia de didmetro

AB = 2y centro 0. Sea la circunferencia de centro P M
y didmetro OT = 1. Su radio es PO = % Sea la
circunferencia de centro K y radio K_C_= r. Sea la L M
circunferencia de centro Q de diametro ON = 1 + 2r =
Sea D la proyeccién de K sobre ON. Sea KD = a.

W=1—r,@=l+2r,®=1 )

2 2 P
Aplicando el teorema de Pitdgoras a los tridngulos K .
rectangulos OéK, KSQ:
C 0 B

2 2 A
a?=(1-r)?-r?; a®= G+2r) —(%)
Igualando las expresiones:

a-r-e (o - )

Simplificando y resolviendo la ecuacidn:

—1++2
42 +4r—-1=0, r=—0—
El radio de la circunferencia de didmetro ON es: QO = \/2_5 Sea la circunferencia de centro Ly radio LF = s
Sea la circunferencia de centro M y radio MF = MT = r.
__ _ W2 1
L=1+s,LM=r+S,QL=7—s,OM= 1+r,QM=§

A
Sea £LON = a. Aplicando el teorema del coseno al tridngulo LON:
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14+r+s—rs
(1+s)(1+r)

r+s)?=01+s)?+1A+r?-21+s)(1+r)cosa; cosa=

A
Aplicando el teorema del coseno al triangulo LOQ:

2

(2 e (D) -2 Zese

2 2

(£—5> =(1+s)2+<\/7§> _2(1+S)\/§1+r+s—rs

2 2 (1+s)(1+01)

1++v2 —1++2
5 +s— > S
V2s=1+2s— V2
1++2
2

Resolviendo la ecuacion:

Junio 16-17: Ocho circunferencias son tangentes
exteriores dos a dos y todas son tangentes
exteriores a otra. Calculdis la proporcién entre los
dos tipos de circunferencias. Calcular la proporcion
entre las areas de la suma de las ocho azules y la
roja.

F % |
B e

Solucidén: Sea O el centro de la circunferencia roja de radio 0Q = r. Sea P
el centro de una circunferencia azul de radio PQ = s. Sea T el punto de
tangencia dos circunferencias azules. Las ocho circunferencias azules son
vértice de un octégono regular.

1
£POT = =45°
2 A
Aplicando razones trigonométricas al tridngulo rectangulo OTP
s _45° J2—-42
= sin =—
r+s ! 2 2
Resolviendo la ecuacién, la proporcidn entre los radios:
S V2 -2
= ~ 0.6199

v 2 V22

La proporcidn entre las dreas de la suma de las ocho azules y la roja es:

M=8-(S)2=8 2-V2 _ = 3.0744
r (2-V2-v2)

Sroja
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Junio 18: Los puntos sefialados son puntos medios de los lados del
cuadrado. Calculad la proporcién de las areas de la regién sombreada y el
cuadrado.

Solucidén: Sea el cuadrado ABCD. Sean M,N los puntos medios de los lados _
AB, BC, respectivamente. Sea F la interseccién de DM, AN. Sea S el 4rea

A

del cuadrado ABCD. Sea P el area del tridangulo rectangulo AFD. Sea Q el
A

area del tridngulo rectangulo AFM.

1
P+Q=7S -

A A Q
Los triangulos rectangulos AFD, MFA son semejantes y de razén 2:1. T 5

Sus areas son proporcionales al cuadrado de la proporcién de los lados:

P=4-Q
Entonces:
Q= iS, P==S
20 5
Con la region sombreada tenemos:
S =2P=2- lS = ES
sombreada 5 5

La proporcidén entre las dreas de la zona sombreada y el cuadrado es:

Ssombreada _ 2

S 5

Junio  20-21: Nueve circunferencias
tangentes dos a dos estan en el interior de
otra circunferencia. Calcular la proporcién
entre las areas de la suma de las nueve
circunferencias y la circunferencia exterior.

KR&r=a% 5wk

Jefatura Shisouka.

FoM NP I RBAm -

o
P 5N (A



Solucidn: Sea la circunferencia exterior de centro O y radio OT = R. Sea
la circunferencia de centro Q y radio QT =r. Sea P el centro de la
circunferencia y radiorr.

PQ = 4r
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo POQ:
0Q =2rv2
Entonces:
R = (1 + Zx/f)r

La proporcion de las areas de las nueve circunferencias y la
circunferencia exterior es.
°(7)

rN2

R

9-Sq
So

1 9(9 — 4V2)
=9 > =
(1+2v2) 49

Junio 22: Calcular la proporciéon entre el drea de la zona sombreada
y el drea del circulo exterior.

Solucién: Sea P el centro del cuadrado de circunferencia. Sea PA =
r el radio del cuadrante de circunferencia. Sea AB = 3r didmetro
de la circunferencia exterior de centro O. El radio de la
circunferencia exterior es:
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~ (0.6140

OK = 3
= 2 r .
La proporcién de areas es:
3.2 3 2
Ssombreadazf.r — Z.F :E
Stotal R? 3 2 3
(z7)
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Junio 23: Sea el cuadrante de centro O y radio OP = 0Q = 10.

Sean A y B los puntos del arco tales que PA = AB = PB. _
Calcular el area del cuadrilatero PABQ.

Solucién:
2POA = £AOB = £B0OQ = 30°
El area del cuadrilatero PABQ es:
SPABQ = 3-Spoa — SOPQ
= 3-1- 10-10-sin30°—%-10-10

2
=75—-50=125

Junio 24-25: El pentagono regular de la figura se ha dividido en cinco

tridngulos y un pentagono regular. Las—seis—regiones—tienenla—misma

area. Calcular.

a
b

Nota 1: La frase en color rojo y tachada debe de ser eliminada del
enunciado, por ser falsa y no aplicarse en la demostracion del problema.
Ved notas posteriores.

A _ —
Solucién: Sea el triangulo ABC,AB = a. Sea D el lado BC tal que BD =
b,BC =a+b. A,By M estan alineados. Entonces, M,Ny E estdn
alineados, EM = BC=a+b, ZBMN = 108° £ABC = 72°, «MAE =
36°

A
Entonces el triangulo ABC es isésceles y aureo. -

Entonces:

a_q)_1+\/§
b 2

Notemos que las areas de los dos pentagonos regulares estan en proporcién 1: 5

Nota 2: Un triangulo 72°-36°-72° se denomina un triangulo aureo. Si en el,
el lado desigual mide 1 tenemos que los lados iguales miden:

1++/5

Y
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Todo tridngulo dureo se descomponen en un tridngulo dureo y un gnomon
aureo (tridngulo 36°-108°-36°). En la figura adjunta estd dibujada la
descomposicién del tridngulo dureo de lados @? — @ — @? porqué en el
gueda demostrada una igualdad muy importante, a saber:

1+ ¢ = @?

En el triangulo dureo ¢-1-¢, se cumple que:

" 1+@)3—0
Area = 2

; Perimetro =1+ 2¢ = @(1 + o)

0
36° = —
COS 2

Nota 3: La frase eliminada del enunciado nunca se cumple, puesto
gue el area del pentagono interior nunca es igual al area de cualquier
de los cinco tridngulos asociados junto al pentdgono inicial: Cada uno
de estos triangulos se descompone en dos tridngulos dureos de area
Ay un gnomon aureo, de drea B, mientras que el pentdgono interior
se descompone en un tridngulo aureo y dos gnémones aureos. Si los
dos poligono tuvieron igual drea deberia de cumplirse que 2.A + B =
A + 2B, que llevaria a que A = B que, obviamente, no se cierta

Junio 27: Calculad la proporcidn entre el area de la zona sombreada
y el area del circulo exterior.

Solucidn: Sea el cuadrante de centro K y radio KB = 2a. Sean A, C
centros de dos cuadrantes. Sea AK=a. El centro O de la
circunferencia exterior es el punto medio del segmento AC. Sea OB =
R el radio de la circunferencia exterior. Aplicando el teorema de

A
Pitdgoras al tridangulo rectangulo AKC

AC =aV2
A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo BKC
BC =aV5

_ A
OB es la mediana del triangulo ABC, entonces:

2. (aVB)’ - 2- (32) - (aV5)’ 13
B 4 ’ 2

RZ
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La proporcién de areas es:

Ssombreada — (Za)z — E
Stotal R? 13

Junio 28-29: Las siete regiones de la figura tienen la misma area. Calcular
a

b

Solucién: Sea AD =BC=a,CD=b; «BCA =60° El &rea del

A
triangulo ABC y el drea del hexagono regular CDEFGH son iguales

1 V3 V3 A
E(a+b)a7= 6Tb2 .

Simplificando:

a’+ab—6b*=0

Resolviendo la ecuacion:

ol »

Junio 30: Dado el semicirculo de radio R calcular los radios de las otras
circunferencias.

Solucidn:

=]

L

Q .
A K T 0 B

Sea el semicirculo de centro O y didmetro AB = 2R. Sea la circunferencia grande de centro P y radio OT =
OT =r.

P=R-r=rv2

Entonces:
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r=(v2-1)R
Sea la circunferencia pequefia de centro Q y radio QK = s. Sea L la proyeccién de Q sobre PT

PQ=r+sPL=r-s

o A
Sea QL = a. Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo QLP

a’ = 4rs

A
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo QKO

(R—s)2=(a+r)? +s?

Simplificando:
(2v2-1)s+(1-v2)R+2(v2-1) [(V2-1)Rs

Resolviendo la ecuacion:

5v2-1
s=V2-1p
49



