SOLUCIONES JULIO 2022

Pagina 1 de 14

PROBLEMAS PARA NO PERDER “EL TOQUE”. AUTOR: RICARD PEIRO i ESTRUCH. IES “Abastos”. Valéncia

Julio 1-2: Por los puntos interseccién de la recta

r=qy=-11+5t

y de la esfera de ecuacién:

E=x+2)?2+FG-1?+(z+5)* =49

Se han trazado planos tangentes. Determinar sus ecuaciones

x=-5+3t

z=9—14t

15

Solucién: El centro de la esfera es O (-2, 1, -5) y el radio R = 7. Determinamos los puntos interseccion de la
recta y la esfera. Un punto cualquiera de la recta

es P (5+3t, -11+5t, 9-4t). Sustituimos sus coordenadas en la ecuacién de la esfera:

Simplificando:

Resolviendo la ecuacién: t = 2, 3. Las coordenadas de los puntos interseccion son:

El vector caracteristico del plano tangente a la esfera en el punto P;(1,—1,1) es:

La ecuacion del plano es:

Simplificando:

El vector caracteristico del plano tangente a la esfera en el punto P,(4,4,—3) es:

La ecuacidn del plano es:

Simplificando:

x=-5+3t
r=jy=-11+5t
z=9—4t

(=3+3t)2 4+ (—12+5t)2 + (14 — 41)?> = 49
t2—5t+6=0
P,(1,—1,1), Py(4,4,-3)

OP; = (3,-2,6)
m=3x—1)-2(y+1)+6(z—-1)=0
M =3x—2y+6z2—11=0
0P, = (6,3,2)
m,=6x—4)+3(y—-4)+2(z+3)=0

M, =6x+3y+22—30=0

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos las ecuaciones de la esfera, larectay el planom; = 3x — 2y + 6z —

11=0
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Julio 4-5: Sea ABCDEF el hexagono regular de centro O y lado c. Desde los
puntos B y D como centros y con radio ¢ se dibujan dos arcos de

~

circunferencia. Desde el punto C como centro es dibuja el arco AGE .

Determinar el area de la zona sombreada.

Solucién: Tendremos:

AE = /3¢

El area de una de las lunulas grandes es igual al area del sector

de 60° y radio J3c menos el drea de dos sectores circulares de
60° de radio c:

Ssorrbreada = %n(\/gc)z - 2[% TECZJ = %CZ i
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Julio 6-13: El cuadrado *ABCD estd inscrito en una circunferencia de radio
30. La cuerda AM mesura 50 y corta la diagonal BD enel punto P.
Determinar la medida del segmento AP .

Solucidn 1: Aplicando la potencia del punto P respecto de la circunferencia:
AP.MP =DP-BP. AP .(30-AP)=DP-(60-DP).  AP.(30-AP)=-DP’ +60DP (1)
Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo AéD :
AD = 3042
Aplicando el teorema del coseno al triangulo A[A)P :
~ (sov2f +DP’ —2(30\/5)33%. AP” = (3072 +DP" - 60DP (2)
Sumando las expresiones (1) y (2):

_ - 2 _ _
AP-(SO—AP)+AP =1800. 30AP =1800. AP =36.
Solucién 2: Tendremos:

OA =30, AC =60

A A
Sea O el centro del cuadrado. Los triangulos rectangulos APO, ACM son semejantes. Aplicando el teorema
de Tales:

Resolviendo la ecuacion:

AP =36

Julio 7: Sean dos cubos iguales unidos por una cara comun (ver '

é

Determinar la proporcion entre el volumen de la piramide
ABCDV y la suma de los volumenes de los dos cubos.

s

A

Solucién: Sea CD = a, arista de los dos cubos. La suma de los volimenes de los dos cubos es:



Pagina 4 de 14

VZC = 233

El rectdngulo ABCD es la base de la piramide ABCDV.
VC = aV3,CD = a,VD = a2
A
Aplicando el teorema inverso de Pitagoras, el tridngulo VDC es rectangulo 2VDC = 90°

VD = aV2,AD = aV2,VA = 2a

A _
Aplicando el teorema inverso de Pitagoras, el tridngulo VDA es rectangulo VDA = 90°. Entonces, VD es
perpendicular a la base, altura de la piramide. El volumen de la pirdmide es:

1 _ 1 2
VABCDV:§DA‘ C’Vngaﬁ-a-a\/_zga3
La proporcidén entre los voliumenes es:

Vagcov

_ 15
Julio 8: En la figura, calcular la medida del segmento EF. 10

20

Solucién: Sea PQ =20, PE =15, QE = QF =10. El triangulo

A -
QEF es isosceles. Sea M el punto medio del segmento EF.
ZEMQ =90°. Sea Q_I\/Iz y . Aplicando el teorema de Pitagoras

A
al tridngulo rectangulo PMQ :

2
202 = y? +(15+§j .

A
Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo EMQ :

2
102 =y2 +| 2| .
Y [zj

Resolviendo el sistema formado por las dos expresiones:

Xx=5.
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Julio 9-16: En un hexdgono regular ABCDEF se ha inscrito el hexdgono

regular GHIJKL tal que AG = %E

Calcular la proporcién entre las areas de los dos hexagonos.

Solucién: Sea AB = c lado del hexagono ABCDEF.

AG = C,K: C.

w|pR
wWIiN

A
/FAG =120°, dngulo interior del hexagono regular. Aplicando el teorema del coseno al tridngulo LAG :

2 2
52: lc + EC _ZEE __1 :Zcz_
3 3 3 32 9
La proporcién de las dreas de dos hexagonos regulares es igual al cuadrado de la proporcién de los lados.

—\2

S gHigkL _ (ﬁ} _ Z
SABCDEF AB 9

Generalizacion: En un hexdgono regular ABCDEF se ha inscrito el hexagono regular GHIJKL tal que AG =k-AB

. Calcular la proporcion entre las areas de los dos hexagonos.

Solucidn:

Sk — K2 _Kk+1.

SABCDEF

Julio 11: Determinar la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos
A(1,-2,-1),B(-5,10,—1),C(4,1,11),D(-8,-2,2)

Solucién 1: Veamos que los cuatro puntos no son coplanarios. Abrimos el Menu Ejec-Mate. Veamos que el
determinante de la matriz

1 -2 -1 1
4 1 11 1
-8 -2 2 1

es distinto de cero.



Pagina 6 de 14

[E] [Rad Borml) [dic)fathil
] [era]) A 1 2 3 4
LERIR ¥ an 1 1 -2 -1 1
LEA e 2 -5 10 -1 1
maz S :None 3 4 1 11 1
a :None - -
Mat E :None 4 & 2 2
Mat F :None
[DELETEIDEL-ALL] DIM J CSV J = 1
ROW-0P] ROW JCOLUMN/ NI

B FbRdfm) [k
Det Mat A

]

1458

| Mat lMat>Lst! Det | Trn [Auznent I~

Calculemos los puntos medios de los segmentos AB, AC, AD

El punto medio del segmento AB es E(—-2,4,-1)

El punto medio del segmento AC es F (;—71’ 5)

El punto medio del segmento AD es G (_?7, —2,%)

Calculamos las componentes de los vectores AB, AC, AD

AB = (—6,—12,0)

AC = (3,3,12)
AD = (-9,0,3)

El plano mediador del segmento AB tiene ecuacion:
[, =x+2y=6

El plano mediador del segmento AC tiene ecuacidn:

H25<x—g)+(y+%)+4(z—5)

IILb=x+y+4z =22

El plano mediador del segmento AD tiene ecuacion:

I, = 3(+7)+( 1)—0
3 = xt+3 z—5)=

[I; =-3x+z=11

=0

El centro de la esfera es igual al punto interseccidn de los tres planos. Abrimos el Menu Ecuacion:

B HathRadlormd [dFc)at]
an X+bn Y+Cn Z=dn
Ecuacioén a b

€ d

1 1 2
Seleccionar tipo 2 1 1
Fl:Simultaneo 3 -3 0 1
F2:Polinomio
F3:Resolver

11

SOLVE|(MIIUICLEAR]| EDIT |

I =]
r2
]

El centro de la esfera es el punto O(—2, 4, 5). El radio de la esfera es:

r=0A=(1+2)2+(-2—-4)2+(-1-5)2

B [WathRadFormi [dic]fatbl
an X+bn Y+Cn Z=dn

i

[REPEAT]

B HathRadForml) [dic)itl
Det Mat A

J32+62+62

O

1458

JUMP JDELETE




Solucidn 2: La ecuacion general de la esfera es:

x2+y?+z24+Ax+By+Cz+D=0

Pagina 7 de 14

Sustituimos las coordenadas de los cuatro puntos en la ecuacion general y resolvemos el sistema formado por
las 4 ecuaciones con las incégnitas A, B, C, D. Abrimos el Menu Ecuacion:

(dZe]asbi B mndion) @
Ecuacion Simultaneo
Datos en memoria

Seleccionar tipo Incégnitas:3
Fl1:Simultéaneo
E%:Eoli?omio N neoenitas?

Resolver LNUmero incognitas?
SIMULJ POLY JSOLVER L 2 ] 3 ] 4] 5] 6

B HathRadMorml) [dic)fatb]

8n X+bn Y+Cn Z+dn T=€n
a b c

SOLVE |IERII(CLEARI EDIT |

B MatWRadMornl) [dic]fasb]

8n X+bn Y+Cn Z+dn T=€n

> X
1 R -2 -1 1 Y -8
2 -6 10 -1 1 z =10
3 4 1 11 1 T -36
4 -8 -2 2 1

1

(REPEAT

La solucion es:

B=-8
C=-10
D=-36

La ecuacion general de la esfera es:
x2+y2+2z2+4x—8y—10z+36=0

Completando cuadrados:

x+2)24+F—-4)*+(2—-5?%=36+22+4*+5% (x+2)2+{Fy—-4)*+(@z—-5)?*=92

El centro de la esfera es el punto O(—2,4,5) y el radior =9

Julio 12: La figura estd formada per un cubo de arista a y dos pirdmides
cuadrangulares regulares de altura a.

Determinar el dreay el volumen de la figura.

Solucidn: El volumen es igual al volumen del cubo de arista a'y de dos pirdmides de base cuadrada de arista a

y altura a.
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1 5

— .3 2(_ 2. )=_ 3
V=2a+ 3a a 3a

La apotema x de una cara de las piramides es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo de catetos 1/2 ay a.
Aplicando el teorema de Pitagoras:

V5
X=—a
2
El drea de la figura es igual a la suma de 4 cuadrados de lado a y 8 tridngulos de base a y altura la apotema
V5
X =-—a.

2
1 5
S=4-a2+8-<§a-7a>=(4+2\/§)a2

K

Julio 14-15: Dos aristas que se creen de un cubo se extienden.
En cada extension se coge un segmento de una unidad.

¢Donde tienen que estar situados los segmentas a fin de que
el volumen del tetraedro formado por los 4 extremos del
segmento sea maximo?.

Solucién: Sea el cubo ABCDA’B’C’D de arista AB =a con las
siguientes coordenadas cartesianas:

A(0, 0,0), B(0,a,0), C(a,a0), D(a 0,0), A'(0,0,a),
B'(0,a,a), C'(a,a,a), D'(a,0,a)
Podemos suponer sin perder generalidad que C es un vértice

del tetraedro. Sea K(a,a+10), L(x,a,a), M(x+1aa).
Calculamos el volumen del tetraedro CKLM:

10
VCKLM:%‘[& CL cM|. VCKLMZ% x-a 0 a:%.
Xx+l-a 0 a

El volumen no depende de la posicion de los dos segmentos.
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P
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Julio 18-25: Sobre un lado de un hexdgono regular de lado c se ha }
dibujado un cuadrado (ver figura). ,.-’r,.-'
"I_.-"I

Calcular el area de lainterseccion de las circunferencias circunscritas
a los dos poligonos regulares.

Solucidn: El drea es igual a la suma de las areas de dos segmentos circulares, uno de radio cy dngulo 60° y uno
B .
de radio 7c y angulo de 909°.

4 24

2
SZ(é ) \f 2J 1 [\/EC] 1 :7n—6\/§—6cz.

Julio 19-20: Dadas las esferas
E,=2x?+2y?+2z2+3x—2y+z—5=0,
E,=x*+y?+2z2—x+3y—2z+1=0
Determinar la posicion relativa de las dos esferas.

Si son secantes, determinar el plano donde se cortan.

Determinar el centro y el radio de la circunferencia interseccién de las
dos esferas.

Solucién: Completando cuadrados:

3\2 1\2 N2 5 3 1 1 54
oz (e d) (=2 e d) - Sl el

4 2 4) ~2716 74 16 16
. 31 1 . 3
El centro tiene coordenadas, 0, (_Z’E’ _Z) yelradioesR; = Z\/E
2 3\ ) 19 10
EZE<X_E> +(y+§> +(Z—1) =_1+Z+Z+1=T
El centro tiene coordenadas, O, G, — % 1) y el radioes Ry = %\/10
0,0, = (5 2 5)
1vY2 — 4' '4
La distancia entre los centros es:
V114 V114 3v6 + 2v/10
0,0, :Toloz =——<R;+R, :f
V114 3v6 — 2410
0,0, =——> R —Ry| =—F—

4 4
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Entonces, las dos esferas son secantes.
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B HathRadornl) (dic)frbl
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Calculemos E; — 2 - E, que nos da el plano interseccidn de las dos esferas.

E,—2-E,=5x—8y+5z—-7=0

Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos las dos esferas y el plano interseccién.

B HathRadMorm) [dic]fashi

(H-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

a b c
[ -0.75 0.5 -0.25 [EERAD

1.837117307

Bl HathRadMorml) [dic)fashl]

(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

1.58113883

B [HathlRadMormil [dic)a+bl
aX+bY+cZ+d=0

[ SET |

EXPRESSI[VECTORJ{POINTS JL EDIT |

[FACTOR) [EXPAND)(EDIT | [SET [FACTOR)[EXPANDI(EDIT ) [SET
Bl [MathRad[Norml [dic]fathi

.. 31 1 1 3
Definimos y representamos la recta que pasa por los centros 04 (_Z’E’ _Z)' 0, (5, -5 1)




B HathRadHornl) [(dic]ash]
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FP1 |:
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i
-0.75
0.5

¥ Z
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25]
-1.5 IR

1
(VECTOR] P&V ] [POINTSIEDIT ] SET

[EXPRESS]
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El centro de la circunferencia interseccidn se calcula efectuando la interseccién de la recta y el plano. Con la

funcién G-Solv, determinamos la interseccién:

B HathRadormD) [(d7c)fasbl

1: Eecta
/-/ r]
5 g{l\.f
F
X==0.048
¥Y=-0. 622_5 INTERSEC
Z=0.4517:
Calculemos
60 = (—11 N 3)2 N (—71 N 1)2 N (103 N 1)2
== \228 ' 4 114 2 228 4
_ 8v114
- 57

Sea R el radio de la circunferencia interseccion de las
dos esferas. Para calcular el radio R aplicaremos el
teorema de Pitagoras al tridngulo rectdngulo de

catetos, R, 0,0 = AR y hipotenusa R; = Z\/g
3 2\ _ 2, (8VIIA\" | Lo _ 515
(4\/6) _R+(57) 'R_456
El radio de la circunferencia es R = %

Julio 21-28: Sea la esfera

x2+y?+z2+6y—4z+9=0

Determinar la ecuacion de la esfera concéntrica con ella que es tangente al

plano

2x—3y+2z+4=0

El centro de la circunferencia es:

O<—11 —-71 103
2281147228

)

6 GoEitn] G0
-71 1)2
J 223 4 +[114‘§ “{
8J114
57
[]
DEL-LINEIDEL-ALL
f Dokt @O
J_] [3J11 ]2
515
456
0
DEL-LINEIDEL-ALL
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Solucién: Completando cuadrados en la esferax? + y> +z2 + 6y —4z+9 =0
X2+ (y+3)2+(z—2)2 =22
El centro de la esfera es el punto O(0,—3,2) y el radior = 2

El radio de la esfera concéntrica tangente al plano I1 = 2x — 3y + 2z + 4 = 0 tiene radio

2:0-3-(=3)+2-2+4| _

R=4d(0,I1); R=4d(0, )= V17
V22 + (—3)2 + 22
La ecuacidn de la esfera es:
X2+ (y+3)2+ (z—2) =17
Abrimos el Menu Grdfico 3D. Definimos y representamos las dos esferas y el plano
B HathRadForml) [dic)farb] B HathRadMornd) [dielfashi B HathRadformd] [dic)ath]
(X-a)2+({¥-b)2+(Z-c)2=r2 {@, (¥-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @ aX+bY+cZ+d=0 @
a b c r a b c r a b c d
[ -3 2 2] C -3 2 4.1231) [ -3 4 4]
0 0 2
(FACTOR) EXPAND](EDIT ] (FACTOR][EXPARDIEDIT]

B MathRadMornd [d7c)(z+bi

Julio 22: Sean dos cubos iguales unidos por una cara comun
(ver figura).

Determinar la proporcidon entre el volumen de la piramide
ABCDV y la suma de los volumenes de los dos cubos.

Solucién: Sea CD = a, la arista de los dos cubos. La suma de los volimenes de los dos cubos es:
V,. = 2a3
El rectangulo ABCD es la base de la pirdmide ABCDV.
VC = aVv3,CD = a,VD = aV2

A
Aplicando el teorema inverso de Pitagoras, el triangulo VDC es rectdangulo £VDC = 90°



VD = av2, AD = aV2, VA = 2a
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A —
Aplicando el teorema inverso de Pitagoras, el triangulo VDA es rectangulo 2VDA = 90°. Entonces, VD es

perpendicular a la base, y es la altura de la pirdmide. El volumen de la piramide es:

1 1 2
VABCDV=§DA‘ C- D=§a 2-a-a\/§=§ 3
La proporcién entre los volimenes es:
2 3
Vapcov _ 3% _ 1
VZC a3 3

A
Julio 23: En la figura, ABC es un tridngulo rectdngulo £C=90°,
AD =BD y DE L AB.

Si AC =12 y AB = 20, calcular el drea del cuadrilatero ADEC.

Solucién: Tenemos:
AD =BD =10.
A
Aplicando el teorema de Pitdgoras al triangulo rectangulo ABC :

BC =16.

A A

Los triangulos rectangulos ABC, EBD son semejantes. Aplicando el teorema de Tales:

DE 12 — 15 BE 20

— =—_.Entonces, DE=—. — = —. Entonces, ﬁfzz—;. CE=BC-BE=16—-

10 16 2 10 16

A

25 7

=5

A

El area del cuadrilatero ADEC es igual a la suma de las areas de los triangulos rectangulos ADE y ACE :

1 15 1 7 117
S --.10-—24+=-.12. - ===" _585,
ADEC 5 2 2 2 2

Julio 26-27: Un cuadrado se ha dividido en dos por la diagonal.

En la parte inferior se ha inscrito un cuadrado de drea 2016 cm? y en la parte

superior se ha inscrito dos cuadrados pequefios idénticos.

¢Cual es el area de cada uno de los dos cuadrados pequefios?.

2016 ¢
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Solucion:

Siror = %SAKLN =1008 cm?. .

Julio 29-30: En dos lados consecutivos de un hexagono regular se ha
dibujado, hacia el interior del hexagono, dos cuadrados.

Determinar la proporcion entre el drea de la interseccién de los dos
cuadrados y el area del hexagono regular.

D
Solucion: Sea ABCDEF el hexagono regular de lado 1.
DG =AB =1 E
Sea DGHI la interseccion de los dos cuadrados.
/EDG= Z/EDC- /GDC =120°-90°=30°. /GDI|=/EDC-2/EDG = 60°.
AGDH=%ZGDI:30° @—ioe—‘g F
El area de la interseccién de los dos cuadrados es: A

SDGHI =GH-D

w|§|

El drea del hexagono regular es:

S =6 ﬁf _38
ABCDEF 4 2 .
La proporcién entre las dos areas es:
¥3
Soahi __3 _ 2
Specoer 3V3 9
2



