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SOLUCIONS ABRIL 2022

PROBLEMES AMB CALCULADORA CASIO fx-CG50. AUTOR: RICARD PEIRO | ESTRUCH. IES “Abastos”.
Valéncia

Abril 1-2: Siga I'esfera d’equacié E = x? + y% + 2% — 2x + 6z =
0. Determineu les coordenades del centre i la mesura del radi.

Verifiqueu si el planol I =3x —2y+6z+ 1 = 0 i I'esfera sén
secants. Determineu el radi de la circumferencia interseccié de
E, I1. Determineu el centre de la circumferencia intersecciéo de E, Il

Solucié: Obrim el Menu Grdfico 3D._Representem I'esfera i el planol:

E MatWRadMNorml [d7c)fahi
i Completant quadrats:

Ty | E=(x— 1?4y + (z+3)% = (VI0)

Les coordenades del centre son
C(1,0,—3)ielradiR =+10.

Per estudiar la posicié relativa del planol i
I'esfera, calculem la distancia del centre
de I'esfera al planol.

3-1—2-0+6(—3)+1_ h-“l

d(c,m) = 2
(0 32+ (=2)2 + 62 r

d(C,I) =2 <R =10

Aleshores, el planol i I'esfera sén secants.

Considerem la circumferéncia interseccio de I'esferai el planol. Siga O el centre de la circumferéncia. Siga
la seccid de I'esfera que passa pel centre C i perpendicular al planol Sigar = OM el radi de la
circumferencia interseccio.

CO=2,CM=+/10

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle COM

r2=(V10)' —22=6 r=+6

Per calcular el centre de la circumferéncia interseccioé de E, I1, determinem la interseccié de la recta
perpendicular a IT que passa pel centre C(1,0,—3) de I'esferai el planol I
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El vector director de la recta perpendicular al planol que passa per C és el vector caracteristic del planol
v=(3,-2,6).
La seua equacié vectorial és:
r=xyz) =(1,0-3)+(3-2,6)a
B MathRadNorml [dic)fatbil

Obrim el Menu Grdfico 3D.
Dibuixem la recta r:

B MathRadMorml [d7c]fatbi

2:Plano .
E J\
X K

Amb la funci6 G-Solv determinem la
interseccio de la recta r i el planol II. zZ

¥=1.8b71

¥Y=-0.571_, INTERSEC

Z=-1.285¢ .

El centre de la circumferéncia és:
P(1.8571,—0.571,—1.285)

Analiticament, per calcular el punt interseccid resoldrem el sistema format per la rectari el planol II.

={Zx+3y=2
r= 3y+z=-3
3x—2y+6z=-1
{ 2x+ 3y =2
3y+z=-3

Obrim el Menu Ecuacidn:

Resolem el sistema d’equacions lineals format per la rectari el planol II.

B HatRsdForn]) [dlc)fasb] B HatiRadForml] [(dic]fathi]
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d X

1 3 -2 8 -1 "|’|:-D.5'?1

2 2 3 0 2 ZL-1.286

3 v} 3 1

13
_3 7

(SOLVE) (EERCLEARI(EDIT]) [REPEAT)
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Aleshores, el centre de la circumferencia és:

Abril 4: Determineu I'equacié de I'esfera de centre C(3,—5,—2) i
tangent al planol

2x—y—3z2+11=0

Solucié: Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim el planol i la recta que passa pel punt C(3,—5,—2) i té vector

director el caracteristic del planol a = (2,—1, —3). Recta perpendicular al planol. La interseccid de la recta i
el planol ens ddna el punt de tangéncia de |'esfera i el planol.

B Whkdim) G B mhRdlkm) @G-

Grafico 3D .

18P 1 ano [—1 . L,
2 X+ -1 ¥

+ =3 Z+ 11 =10

Z
.5
SAIZRA[DELETE] TYPE J3D-GMEM [DRAW | 5

[E] PEEEMM (drc)ash]

1:Plane

2:Recta = ‘

o

Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccid de la recta 7
i el planol. ¥=-1

¥Y=-3 = INTERSEC

Z=4 =

.ﬁ
L]

El punt de tangencia és T(—1, 3,4). El radi de I'esfera és la distancia entre el centre i el punt de tangéncia:

r=.(—4)%+ 22 + 62 = 2V/14

L'equacio de I'esfera és:

E=(x—3)%+(y+5)2+ z+2)? = (2v14)

Definim I'equacié de 'esfera i la representem graficament.



B HathRadMormd) [dic]fasb] E] (dZc)asb]
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(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @

a b c r
-2 (EEE]

C 3 -5

7.483314774
[EACTOR)[EXPANDIEDIT ) [SET]

Abril 5: Determineu I'equacié de |'esfera de radi r = 3, que és
tangent al planol

X+2y+2z+3=0
enelpunt A(1,1,-3)

Solucid: El centre de I'esfera pertany a la recta perpendicular al planol en el punt A(1, 1, —3). La recta té per

vector director el caracteristic del planol, a = (1, 2, 2). La seua equacié parameétrica és:

x=14+a«a
r={y=1+2a
Z=-3+2a

Un punt qualsevol de la recta r és:

P(1+a1+2a-3+20) AP=(a2a20)

El radi de I'esfera és:

r=||AP|| =3 VoZ+4aZ+ 402 =3

Resolent I'equacié: o = 1,—1. El problema de dues solucions.

Si a = 1. U'esfera de centre 0;(2, 3,—1). La seua equacié és:
C,=x—-2)2+F-3)2%+z+1)?=32

Si a = —1. L’esfera de centre 0, (0, —1, —5). La seua equacid és:

C,=x*+({y+1)2+(z+5)? = 32

HZ

B MathRadMormi) [dic]fathi

Obrim el Menu Gréfico 3D. Definim el planol

X+ 2y+2z+ 3 = 0ilesesferes

C,=x—-22+F-3)2+(@z+1)?=3?
C,=x*+(y+ 1)+ (z+5)? = 32



Abril 6-13: Una esfera té el centre en la recta
_{2x+4y—z—7=0
r= 4x+5y+z—14=0

i és tangent als planols

M=x+2y—-2z2—-2=0, Q=x+2y—2z+4=0.

Determineu la seua equacio.
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Solucié: Determinem |'equacié parameétrica de la recta r. Obrim el Menu Ecuacion

g (@ielarh] S [ e |
Ecuacion an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d
) 1 2 4 -1 7
Seleccionar tipo 2 4 5 1 14
Fl1:Simultaneo 3 0 0 0
F%:Eoli?omio
:Resolver
(SOLVE]EYEACLEARIEDIT)
B FatRdfoml [dc)ate] L'equacid parameétrica de la recta r és:
an X+bn Y""Cn Z=dn
Soluciones =230
Infinitas _ )" 72
,_ 1 3 r= —_9
X=r—+1Z y=za
2 2 _
V=7 Z =20
ﬁ Els dos planols sén paral-lels ja que% = % = :—2 * _72

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim els dos planols i la recta

B HathRadornd) (dic)latbl

B HathRadorn]) (dic)lathi

aX+bY+cZ+d=0

aX+bY¥+cZ+d=0

b c

a b c d

a
C I 2

3 I3
d
-2

1
[EXPRESS)(VECTOR) (POINTS ) (EDIT ] [CSET ]

-2 I

4
[EXPRESSIVECTOR)(POINTSJ( EDIT ) | SET |

Bl [MathlRad[orml [d/c](a*bi

B HathRadHornl) [dic)farbl]

Punto de paso (Xo,Yo,Z0)

\ﬁ--
Vector diraeccién [a,b,e] P

o Yo Zo

C 3.6 0 0l
a b c

C -3 z HE>

2
[EXPRESS)(VECTOR] P&V |(POINTS)EDIT J[SET |

Amb la funcidé G-Solv, determinem la interseccié de la recta i cadascun dels planols.
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E MathRadMormd) [dic]fa+b] B MathRadMorml) [dic]fa+b]

1: Plano T 2: Plano 1
Eif/-’ /:EJ\"-E ﬁJ\"'I:'
Z

=2 ==4

¥=1 & _EIHT ERSEC ¥= _EIHT ERSEC

Z=1 § - Z=G - -

[(Next [Back] [(Next )[Back]

Les coordenades del punt interseccio del planol Il = x + 2y — 2z —2 = 0 ilarecta

— 2X+4’y—Z—7:0 L
'= {4X+ S5y+z—14 = Oes.P(2,1,1)
Les coordenades del punt intersecci6 del planol Q = x + 2y — 2z + 4 = O ilarecta

_{Zx+4y—z—7=0 és: Q(—4,5,5)

~“l4x+5y+z—14=0
El centre de I'esfera és el punt mig del segment PQ. Les seues coordenades sén: 0(—1, 3. 3)
El radi és igual a la distancia del centre O(—1,3.3) alplanol I =x +2y —2z—-2=0
-1+2-3-2-3-2|

r= =1

V12422 4+ (=2)2

L'equacio de I'esfera és:
(x+ 12+ -3+ (=z—-3)?=1?
Definim i representem l'esfera:

B MathRad[orml [dic)a+bi

Per calcular els punts interseccid de la recta r i cadascun dels planol es poden resoldre els sistemes format
per la recta i cadascun dels planols: Obrim el Menu Ecuacion:

El  MathRadormi) [dic]fa+b] B MathiRadBormi) [dic)fa*b]
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d ¥

1 2 4 =1 7 ?[ 5

2 4 5] 1 14 z B

3 1 2 -2

2 -4

[SOLVE)NENRA[3([CLEARIEDIT ) [REPEAT]
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Les coordenades del punt interseccio del planol Q = x + 2y —2z+4 = Qilarecta

_{Zx+4y—z—7=0

=lax+5y+z—14=0 U455)

Abril 7-8: Determineu I'equacié de l'esfera que és tangent als
planols

MM=6x—3y—2z—-35=0, Q=6x—-3y—-2z+63 =0,
sabent que el punt M (5,-1,-1) és un punt de tangencia en un dels
planols.

Solucid: Els dos planols son paral-lels ja que g = :—2 = :—z * %5. Notem que M(5, —1,—1) pertany al planol
[1 = 6x — 3y — 2z — 35 = 0 ja que satisfa la seua equacio:
6:5—-3-(-1)—2-(-1)—35=0

El diametre de I'esfera és la distancia del punt M(5,—1,—1) al planol Q =6x -3y —2z+63=0
_ 6:5—3-(-1)—2-(-1)+63 _ 14

V62 + (=3)2 + (-2)?
Aleshores, el radi de I'esfera ésr = 7. El centre de I'esfera és el punt mig del segment format pel punt Mila
projeccio de M sobre el planol ) = 6x — 3y — 2z + 63 = 0. Calculem I’equaci6 de la recta perpendicular al

planol 0 = 6x — 3y — 2z + 63 = 0 que passa per M que té vector director el caracteristic del planol a =
(6,—3,—2). La seua equacio és:

r=xyz) =(5-1-1)+ a(6,—3,-2)

2r

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem els dos planols i la recta.

B HathRad[formd [dic)fa+b] B HathlRadFornd [dic]f+bl
aX+bY+cZ+d=0 i @( aX+b¥+cZ+d=0 i @(
a b c d a b c d
C 8 -3 -2 IEER? C B -3 -2 IEE:
-35 63
EAPRESSIIVECTOR|{POINTS J| EDIT | CSET ] EXPRESSI[VECTORIIPOINTS J|_EDIT | [CSET ]
B HathFadHornd [dic)fask] (drc)a+b)
Punto d (¥0,Yo0,Z0) -
‘.F::t:r :ieif:cscaién n[su,'i.:r.t:':i }N /JZ\.
%o Yo Zo x T
C 5] -1 -11]

a b c
C 6 -3 I

-2
[EXPRESSIVECTOR)( P&V J(POINTS)(EDITJ[SET |
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HathRadMorml) [d7c)(a+b]

2: Plano :
Per determinar lainterseccio del planol () = 6x — 3y — 2z + 10
63=0ilarecta r=(x,y,z) = (5,-1,—-1) + a(6,—3,—2)
s’utilitza la funcié G-Solv: ==7 Z

Y=56

253 40

[(Next J[Back]

Les coordenades del punt projeccid son:

M'(~7,5,3)

El centre de I'esfera és el punt mig del segment MM'. Les seues coordenades son:

L'equacio de |'esfera és:

0(-1,2,1)

E+1D2+ -2+ (z—1)* =72

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim I’equacid de I'esfera i la representem

B MathlRadMorml [d7c](a+bi

E [HathRadForml) [dic)fa+b]
{({-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2
a b c
C -1 2
[FACTOR] [EXPANDIEDIT | L SET |

Abril 9: Determineu I’equacié del planol tangent a I'esfera

x?+y%+z?

en el punt M (6,-3,-2)

=49

Solucié: L’esfera té centre el punt 0(0,0,0) iradir = 7. El punt M(6, —3, —2) pertany a |'esfera ja que 6% +

(—3)?% + (—2)% = 49. El vector caracteristic del planol tangent a I'esfera en el punt M és:

L’equacio del planol és:

OM = (6,—3,-2)

6(x—6)—3(y+3)—2(z+2)=0

Simplificant:

6x—3y—22—49=0
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Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim I'esferai el planol i els representem:

E MathRadForni) [dic]fash] B HathRadForml [dic]fa+bi
(X—a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 1 aX+bY+cZ+d=0 }@1
a b c r a b c d
C 0 0 o K C & -3 -2 IEE
7 -49
[FACTOR |[EXPAND]EDIT | L SET | EXPRESS|[VECTOR|{POINTS ||_EDIT | | SET |
B m [dic]fa+E]) [HathRadMormD) [d7c)fa+bl]
Grafico 3D

_r
Y

X

1HEsfera
(= 0 )2+(¥v- 0 )z

+HZ-_ 0 )= 7 =

ano
¥+ -3 ¥

=2 I+ =49 =0

[DRAW |

Abril 11: Determineu les equacions dels planols tangents a
I'esfera

(x—3)2+(W+2)2+z-1)%=25

paral-lels al planol

4x+32-17 =0 B EL

Solucid: L'esfera té centre 0(3,—2,1) i radi r = 5. El vector caracteristic del planol 4x + 3z — 17 = 0 és
a = (4,0, 3). La recta perpendicular al planol 4x + 3z — 17 = 0 que passa pel centre de |'esfera té direccio
el vector caracteristic del planol:

xvy,z)=(3,-2,1) + a(4,0,3)
Amb la interseccié de la recta i I'esfera calculem els punts de tangéncia:

{(X—3)2+(y+2)2+ (z—1)2 =25
xv,z)=(3,-2,1) +a(4,0,3)

(40)* + 0% + (3a)? = 25

Aleshores, . = 1,—1



Si a.= 1, el punt de tangéncia és T, (7, —2,4). L'equacid del planol és:

M =4x—-7)+3(z—4)=0 T =4x+3z2—-40=0
Si a = —1 el punt de tangencia és T,(—1, —2,—2). L'equacid del planol és:

m, =4(x+1)+3(z+2)=0 m,=4x+3z+10=0

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim I'esfera i els dos planols i els representem:
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B HathlRadBomd) (dic)fsb] B HathRadForml [dic)fa+bl
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 aX+bY+cZ+d=0
= =
a b c r a b c d
C 3 -2 1 G C 4 0 3 EL
5 -40
[FACTOR|[EXPAND]|_EDIT | | SET | S|(VECTOR](POINTS ) EDIT | | SET |
[E] [drc]fatbl] [E] E (dlc] bl
aX+bV+cZ+d=0 @- Grafico 3D
F 2HBP lano [—]
a b c d 4 X+ 0 v
C 4 0 3 - + 3 I+ -40 =0
10
J(VECTOR)(POINTS ) EDIT | SET | [EIEAl| DELETE [DRAW |
(d7c)(ash B HathRadForml [dic)fa+bl

,
g X

=]
s

-

Abril 12: Demostreu que el planol 2x — 6y +3z—49 =0 és
tangent a I'esfera

x2+y2+2z2=49

Calculeu les coordenades del punt de tangéncia.

Solucié: I'esfera x? + y? + z? = 49 té centre 0(0,0,0) i radi r = 7. El planol és tangent si la distancia del
centre de 'esfera al planol és igual al radi. La distancia del centre 0(0, 0, 0) al planol 2x — 6y + 3z — 49 =

0 és:
2-0-6-0+3-0—49|
d= =7
V22 + (—6)2 + 32
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Aleshores el planol és tangent a I’esfera. Per calcular el punt de tangéncia calcularem la interseccio del
planol 2x — 6y + 3z — 49 = 0 i la recta perpendicular al planol que passa pel centre de I'esfera. La recta
passa pel punt 0(0,0,0) i té direccio el vector caracteristic del planol,

a=1(2,-63)
La seua equacid és
r=(xyz) =(0,00)+a(2,—6,3) xy,z) = (2a,—60,30)
Substituint les coordenades en I’'equacié del planol:
2-2a)—6(—6a)+3Ba)—49=0
Resolent I'equacié a = 1. El punt de tangencia de coordenades P(2, -6, 3)

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem I'equacio de 'esfera, del planol i de la recta.

B HathlRadForml) [dic)fa3b] B HathRadForml [dic)f+bl
K—a)2+(V-b12+(Z—c)2=r2 E+bY+cZ+d=0
(X—a)z+( 124 (Z-c)2=r ; aX+bY+cZ+ }@;

[FACTOR](EXPAND](EDIT | CSET ] [EXPRESS|(VECTOR](POINTS J| EDIT | CSET)
B HatHRedfoonl) [dic)atb]

r=ro+t¥ N
[

—

r'o
X 0 = 2
8 i)
z 0 Al 3
3
EXPRESS (VECTOR)( P&V J[POINTS(EDIT ][ SET ]
B [MathRad[Merml [dic][a+bi

<l

Determinem amb la funcié G-Soly, la interseccid de la recta i el planol:



B MathRadformd [d7c)fa+bi

2: Plano

® INTERSEC

El punt de tangéencia de coordenades P(2,—6, 3)

Abril 14: Determineu I'equacié de la circumferéncia que passa
pels punts A (3,-1,-2), B (1,1,-2) y C(-1,3,0)

Solucid: Obrim el Menu Ejec-Mat:. Definim els vectors AB = (-2,2, O),E =(—4,4,2)

Radform]) [d7c](avbl]
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B Radform1) (dFe)fathl]

Vector A 1 2
Vet A :None 1C -2 o I
Vet B :None
Vet C :None
Vet D :None
Vet E :None
Vet F :None 0
EEE (MeV] [ ROW JCOLUMN/ESTRE
B RadFormd) [d7c]fatbll B MathRadMorml) [dic)fa+bl
B 1 2 3 CrossP(Vet A,Vet B)

1L -4 4 T 4 0]

0
2
| ROW JCOLUMN N} | Vet | DotP([CrossP(Angle(/UnitV (IS

El planol que passa per A, B, C té equacié:

Tapc =X+y+D=0

El punt A(3,—1,—2) pertany al planol. Aleshores,3—1+D=0,D = -2

Magc = x+y—2=0

Per determinar el centre d’una de les esferes que passen pels punts A, B,C determinarem els planols
mediadors dels segments AB, AC i calcularem la interseccié d’aquests dos planols i del planol que passa per



Pagina 13 de 29

A, B, C. El punt mig C; del segment AB té coordenades: C;(2,0,—2) .El vector caracteristic del planol
mediador del segment AB és AB = (=2, 2,0). La seua equacié és:

m=—-x+y+E=0

El punt C;(2,0,—2) pertany al planol, per tant:
—-2+4+0+E=0 E=2 my=—-—=x+y+2=0
El punt mig B; del segment AC té coordenades: B, (1,1, —1). El vector caracteristic del planol mediador del
segment AC és AC = (—4, 4,2). La seua equacio és:

m, =-2x+2y+z+F=0
El punt B;(1,1, —1) pertany al planol, pertant —2+2—-1+F=0, F=1, m, = -2x+2y+z+1=0
El centre és la interseccid dels tres planol. Obrim el Menu Ecuacion: Resolem el sistema:

Xx+y=2
{ —X+y=-2
—2x+2y+z=-1

B HathRadfornl) [dic)atb]

an X+bn Y+Cn Z=dn
a

SOLVE|MIEIICLEARI EDIT |

-1

B HathRadfornd [dic)fsbl
an X+bn Y+Cn Z=dn

b e d ¥
1 1 1 0 2 ?[ 0
2 =1 1 0 -2 z
3 -2 2 1

2
(REPEAT

Les coordenades del centre sén: 0(2,0, 3). El radi de la circumferéncia que passa pels punts A, B, C és:

r=+3-2)2+(-1-0)2+ (-2 —3)2 =27
L’equacié de la circumferencia és igual a la interseccid del planol mpgc = x+y — 2 = 0 i 'esfera de centre
0(2,0,3)iradir =27

{ X+y=2

x—2)>+y*+ (z—3) =27

Obrim el Menu Grdfico 3D . Definim i representem les equacions del planol mpgc = x+y —2 = 0i l'esfera
x—2)>+y?*+ (z—3) =27

B HathlRadFomd) (dic)fzeb]
aX+bY+cZ+d=0 @ (X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @
a b c r
<l5. 1961}

d
o I C 2 0

B HathRadMornl) [dic]fasbi

-2 5.196152423
EXPRESS [(SET ([EACTOR) [EXPANDIEDIT ] [SET]
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B MathRadformd [d7c)fa+bi

=

AL G LAY
UL

PO <YLY RN

A

U LT

(x-2F 47 H(=z-3) = (3V3)
xy=2 (2.0:3)

Abril 15-16: Determineu la posicio relativa de la recta
Xx=2-2«a
r=qy=- 7 + 3a
z=-24+a«
i I'esfera

1
EEx2+y2+z2+x—4y—3z+§:0
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Solucid: Completant quadrats I'equacié de I'esfera és:
1\2 3\2
<X+§) +(y—2)*+ (Z—E> =6

El centre de I'esfera és el punt O (—%, 2,%) el radi és r = /6. Calculem la projeccié del centre O sobre la

. . . 1, 3). -
recta r. Considerem el planol perpendicular a la recta r que passa per O (_E’ 2,5) i vector caracteristic el
director de larectav = (=2, 3,1). La seua equacio és:

E—Z(x+%)+3(y—2)+(z—%)=0

Simplificant:
17
M=-2x+ 3y+z—7=0
Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem I'esfera la recta i el planol.
B HathlRadormd) [dic)@sb] B MathFadMornl) [dic)@+b]
(X-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2 Punto de paso (¥o,Yo,Za) X
Vector direccién [a,b,c] F
a b c ¥o Yo Zo
L -0.B 2 1.5 PR C 2 -3.5 -2]
a b c
c -2 3 IR
2.449489743 1
[FACTOR)[EXPANDI(EDIT ) [SET] EXPRESSI[VECTOR] [ P&V )(POINTS ][ EDIT )L SET ]

B MathRadForml) [dic](a+b]
Punto de paso (Xo,Yo,Z0) %i,-f

Vector direccién [a,b,c]

LT

%o Yo Zo
C 2 -3.56 -2]
a b

C
C -2 3 -
1
EXPRESS (VECTOR) P&V J[POINTS ) EDIT JLSET ]
[E] [MathRad[Norml] [d7c]fa*bi

Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccié de la recta i el planol (punt projeccio)
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B HathRadBorml] [dic)fathi
2: Recta .
s _: ’xl'“':
¥==1, E'?l
¥=1.85671 INTERSEC
Z=-0.2145 5
Y 55
El punt projeccié té coordenades P( 711 e :) Calculem el quadrat de la distancia entre el centre O i la
projeccié P.
2 11 1\% /13 2 3 32
(dom)” = (‘7*5) +(5-2) ++(-55-3)
B EEEEE]M Lsiﬁ;JEl_b_U B Ed]lﬂnmll lﬂ-;JtthJ 5
1
e —_— -
[ 2 ] [ [ 7 72 ] [ ] +[
1 07142857
[
[]
JUMP IDELETEIMATVCTI MATH JUMP JDELETEJMATVET MATH)

Aleshores, la recta talla I'esfera ja que (d(OP))2 <r’=6

Abril 18: Determineu I'equacié de I'esfera de centre 0(2, 3, —1) que talla
la recta

={5x—4y+32+20=0

3x—4y+z—-8=0 amb una corda de longitud igual a 16.

1518 ¥

Solucié: Obrim el Menu Ecuacion. Resolem el sistema format per la recta per determinar la forma
parametrica:

[HathRadMorm1) [d7c)(a+Bl] B HatiRadFomd [dic)fa+bl
Ecuacion an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d

1 5 -4 3 -20
Seleccionar tipo 2 3 -4 1 8
Fl1:Simultaneo 3 0 0 0
F2:Polinomio
F3:Resolver 0




B FtRdFemi (dclbhl
an X+bn Y+Cn Z=dn
Soluciones
Infinitas
X=—14-7
25 1

y=—22-=

2 2
ﬁ

L’equacid parametrica de la recta és:

Xx=—-14 -«
=) 251
y="772¢
Z=U
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Un punt de larectas és A (—14, —275, 0) i el vector director v = (—2,—1,2). Determinem el punt

projeccid del centre O sobre la recta s. El planol que passa per 0(2,3,—1) i és perpendicular alarectas =

x=—-14—-a
y=— 275 - %a té vector caracteristic el vector director de larectas, v = (—-2,—1,2)
Z=
L’equacio és
N=-2x—-2)—-(y—-3)+2(z+1)=0
Simplificant:

M=-2x—y+22+9=0

Obrim el Menu Grdfico 3D.

x==-14—-a«a
Definim i representem larecta s = {y = —275 - %a ielplanol Il = —2x—y+2z+9 = 0.
Z=q
B HathRadHorml) [dic]fa+b] B HathFadHorml [dic](a+b]
Punteo de pase (¥o,Y0,Z0) - aX+b¥Y+cZ+d=0 -
Vector direccién [a,b,c] 3‘-"?}‘\-_; 3'@
¥o Yo Zo a b c d
L -14 -12.5 0] C -2 -1 e HE?
a b c
C -2 -1 I
2 9
[EXPRESS|[VECTOR) P&V J[POINTS)(EDIT JSET | [EXPRESS|[VECTORI[POINTSJEDIT ) CSET ]

El
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Amb la funcié G-Solv, determinem el punt interseccid, punt mig de la corda.

B MathRadforml [dic)fa+hi
1: Recta
2: Planc <
-
X
X=-3
Y==7 INTERSEC
Z=-11
14 14

Les coordenades del punt mig de la corda sén: M(—3,—-7,—11)

Obrim el Menu Ejec-Mat. Calculem la distancia del centre O al punt M

d(O,M) = /(=3 -2)2 + (=7 —3)2 + (=11 + 1)2
B HathRadBorml) [dic)fathi

J(=3-2)2+ (=7-3) 2+ (-11
15

[

JUMP IDELETE [PMATVCT] MATH J
Siga 7 el radi de I'esfera. Aplicant el teorema de Pitagores: r? = 82 + 152

B HathRadMorml) [dic]fashl]

](_3_2)2+(_7_3)2+(_ﬁ%
J82+152

17
[
(TOP_J(BOTTOM Pagele]

El radi de I'esfera és r = 17. L'equacio de |'esfera és:
(x—2)2+@-32+(@Ez+1)?*=172
Obrim el Menu Grdfico 3D . Definim i representem l'esfera.

El [MathRad[Norml) [d/c]fa+bi

E [HathRadForml) [dic)fa+b]
({-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2

[FACTOR)(EXPAND](EDIT | [ SET |




Abril 19-20: En I'esfera d’equaci6 E = (x — 1)2 + (y + 2)? +
(x —3)% = 25 determineu el punt M més proxim al planol
I[1=3x—4y+19 =0 i calculeu la distancia del punt M a

aquest planol.
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Solucid: L’esfera té centre el punt 0(1,—2,3) i radir = 5. Vegem que el planol és exterior a I'esfera.

Calculem la distancia del centre 0(1,—2,3) al planol 1 = 3x —4y +19=10

d(o,m =

3-1—4-(=2)+0-3+19

Aleshores, el planol és exterior a I'esfera.

=6,

d(O,l)=6>r=5

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem I'esfera i el planol.

B HathRsdfornl] [dic)fasb]

(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @

B HathRadfornl] [dic)lasb]

aX+bY+cZ+d=0

a b c r a b d
C I -2 3 5] C 3 -4 o Y
1 19

(SET)

[EACTOR)[EXPAND)EDIT ) (SET]

El

La recta perpendicular al planol [T = 3x — 4y + 19 = 0 que passa pel centre O(1,—2, 3) té vector director
el caracteristic del planol a = (3, —4, 0). La seua equacio és:

r=&xyz=01,-2,3)+a3,—4,0)
Un punt qualsevol de la recta té coordenades:
M(1 + 3a,—2 — 4a,3)
Substituint les coordenades del punt en I'equacié del planol:
(Ba)? + (—4a)? = 25
Resolent I'equacio:

a=1,-1
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Si « =1 el punt interseccié té coordenades M, (4,—6,3). Si a = —1 el punt interseccid té coordenades
Mz(_z, 2, 3)

Calculem la distancia del punt M;(4,—6,3) alplanol 1 = 3x— 4y +19 =0
3:4—4-(-6)+0-3+19
32+ (—4)2 + 02

d(M,,TT) = ‘ ’= 11

Calculem la distancia del punt M,(—2,2,3) al planol [1 =3x—4y+ 19 =0
3-(—2)—4-2+0-3+19‘_1
32+ (—4)2 + 02

d(MZﬂ H) = |

El punt més proxim al planol I[1 = 3x —4y + 19 = 0 és M,(—2,2,3)

Abril 21-22: Calculeu la distancia més curta del punt A (1,-1,3)
a l'esfera

E=x?>+y?+22-6x+4y—102—62=0

En quin punt de I'esfera s’assoleix la distancia més curta.

¥ TiE1s

Solucié: Completant quadrats:
E=x-3)2+F+2)2?+(z-5)2=62+9+4+25=102
Les coordenades del centre de I'esfera és 0(3,—2,5)ielradiR = 10
Estudiem la posicid relativa del punt A(1, —1, 3) respecte de 'esfera.
(1-3)2+(-1+2)?+(B3-52%?=9<102
El punt A(1,—1, 3) és interior a I'esfera.

O0A=(1-3)2+(-14+2)2+(B3-5)2=3
La distancia més curta és:
dpn =R—0A=10-3=7
La distancia més llarga és:
dpx =R+0A=10+3=13, O0A=(-21,-2)
L’equacio de la recta que passa pels punts O i A és:
roa = xy,z) =(3,-2,5) +a(—-2,1,-2)
Un punt qualsevol de larectargy = (x,v,2) = (3,—2,5) + a(—2,1, —2)té coordenades:
P(3—-2a,—-2+ a,5 —2a)



Det

erminem la interseccidé de la

recta

I’esfera.

P(3 —2a,—2 + a,5 — 2a) en I'equacié de I'esfera:
(=20)% + a? + (—2a)? = 100

Res

Sia

(

olent I'equacié:

Substituim les

n(553) W= G (59

R (2255), an= |(2-1) + (1) + (2-3) =13

29 —-16 35

3’ 3’3

) és el punt més allunyat de A.

Obrim el Menu Gréfico 3D. Definim i representem I'esfera i la recta

B HathRadMormd) [dic]fasb]

(—-a)2+({¥Y-b)2+(Z-c)2=r2

[FACTOR][EXPANDIEDIT |

coordenades
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del

B HathRadMornl) [dic]fsb]

Punto de paso (Xo,Yo,Z0)
Vector direccién [a,b,c]

A0 Yo Zo
C 1 -1 3]

a b c
1

C -2

-2
EXPRESS)[VECTORI P&V ][POINTS)EDIT ][ SET )

s

El

[MathlRadHorml] [d/c](a+bil

punt



Abril 23: Determineu I'equacié de I'esfera que passa pels punts

A(3,1,-3); B(-2,4,1); C(-5,0,0) i té el centre en el planol

nN=2x+y-z+3=0

Solucid: Calculem les components dels vectors AB, AC

AB = (-5,3,4), AC = (-8,—1,3)

Els vectors son linealment independents ja que les components no sén proporcionals

—5¢ 3
-8 -1

Calculem els punts migs dels segments AB, AC

El punt mig del segment AB és D G,g, —1)

El punt mig del segment AC és E (—1,5, )

1 -3
2

El planol mediador del segment AB té equacié:

My=-5(x-2)+3(y—3)+4@+1)=0, I =-5x+3y+4z=1

El planol mediador del segment AC té equacio:

N, =-8(x+1)—(y—3)+3(z+3) =0, M,=-8x—y+32=3

El centre de I'esfera és igual al punt interseccié dels tres planol.

Obrim el Menu Ecuacion:

HathRadorn]) (dic)a+b]
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Ecuacion

:Simultaneo
:Polinomio
:Resolver
SIMULJ POLY JSOLVER

leccionar tipo

B MathRadMornl) [dic)fasb]

an X+bn Y+Cn Z=dn
a b

c d
1 -5 3 4 1
2 -8 -1 3 3
3 2 1 -1

SOLVE |ARIICLEARI EDIT |

B HatRadNormi) [dic]fashl]

an X+bn Y+Cn Z=dn

=

[REPEAT]
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El centre de I'esfera és el punt O(1, —2, 3). El radi de I'esfera és:

r=0A=,(3-1)2+(1+2)2+(-3-3)2=7
El radi de I'esfera és = 7. L'equacié de l'esfera és (x — 1)? + (y + 2)? + (z — 3)? = 72

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem |'esfera.

E

E MathRadForml) [dVc]fasb]
(¥-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2

Abril 25-26: Siguen les esferes d’equacions

E, =x*+y?+ 2% =25, 15 B
E, =x?>+y?+1z%2—-10x+ 15y —25z=0
Proveu que les dues esferes son secants.
Determineu el planol que conté la interseccid de les dues Z
esferes.
i -15
Determineu el centre i el radi de la circumferéncia -15 2
interseccio Y 15 15

Solucié: L'esferaE; = x? + y? 4+ z2 = 25té centre 0,(0,0,0) iradi R; = 5. Completant quadrat en I'esfera
E,=x*+y?+2z%>—10x+ 15y — 252 =0

(X—5)2+<y+

15

El centre de 'esfera és O, (5, -

les dues esferes.

2

)+

5
2

B HathRadormd) [dic]fash]

225 625 /5 2
=5V

) iradiR, = 2\/38. Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem

(E—a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

a b c a b c
C 0 0 C 5§ -7.5 12.5 [ENRD
15.41103501
[FACTOR)[EXPAND]EDIT ) [CSET ] [FACTOR|[EXPANDI[ EDIT | [CSET ]

B HathRadForni [dic)fsbl
(X—a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2




E

[MathRadHorm] [d/c](a+bil

45&245
~15 Vo I51s
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Vegem analiticament que les dues esferes sén secants. Calculem la distancia entre els dos centres.

0,0,

La suma dels radis és:

La diferéncia dels radis és:

2

oo (E-0) -

Ry + R, = 5 +2v38>0,0,

5 _
R, — R, =§\/38—5 > 0,0,

Aleshores, les dues esferes sén secants.

5

E@

El planol interseccié de les dues esferes és el planol format per la diferéncia de les equacions de les dues

esferes:

Simplificant:

Representem el planol.

[1=10x— 15y + 25z = 25

N=2x—-3y+5z—-5=0

[E] [Math)[Rad[Norml

(d/c]|athi

B HathRsdfornl [dic)iasb]

aX+bY+cZ+d=0

3
d

a b [
C 2 -3 5 RS
[EXPRESSIVECTORI(POINTSJEDIT ) | SET |

Y

15 15

El centre de la circumferéencia interseccio de les dues esferes és la projeccié del centre 04(0, 0,0) sobre el
planol [T = 2x — 3y + 5z — 5 = 0. La recta r perpendicular al planol que passa per 0,(0,0, 0) té vector
director el caracteristic del planol a = (2, —3,5) la seua equacio és:

r=(xyz) =a(2,-3,5)
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Substituim les coordenades d’un punt qualsevol de la recta r, (2a, —3a, 5a) en I'equacié del planol:
22a) —3(—=3a) +5(5a) —5=0

Resolent I'equacié:

La interseccié del planol i la recta és:

0(55—5e%) 010=dOum = | = 75

Considerem el triangle rectangle format pels catets 0,0, O i un punt de la circumferencia i d’hipotenusa
R; = 5. Siga R el radi de la circumferéncia. Aplicant el teorema de Pitagores:

2 _ p2 5)? —c. |37 o
52 = R +(m) R=5 &“’493

Abril 27: Proveu que el punt T(1,0,1) pertany al planol
mM=x—2y+2z=3.

Determineu I'equacio de I’esfera que passa pel punt P(1,0,5) i és
tangent en T al planol .

Solucid: Substituim el punt T(1, 0, 1) enl’equacié del planol T = x — 2y + 2z = 3ivegem que es transforma
en una igualtat:

1-2-04+2-1=3

El centre pertany a la recta r perpendicular al planol que passa pel punt T(1,0, 1). El vector director de la
recta r és el caracteristic del planol ,a = (1,2, 2)

r=(xyz=(01,01)+u1,-2,2)

El centre de I'esfera té coordenades:
01+ -2, 1+ 2w
El centre compleix que d(O, T) = d(O, P) = R, radi de I'esfera.
d(0,T) = /(-2 + W% + (—2W)?% = 32
d(0,P) = /(=2 + 2% + (4 — 21)% = /92 — 16p + 16

312 = /9% — 16p + 16

Obrim el Menu Ejec-Mat: Resolem I'equacio:
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[HathlRadForm1]
SolveN(3{x? =J9x2—16{1i

O

T
}

La solucio és:
u=1
El centre de 'esfera és 0(2,—2,3). Elradiés R = 3 -1 = 3. L’equacio de I'esfera és:
x=2) 4+ ({y+1)2*+ (z—3)% =32

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem el planol t =x—2y+2z=3larectar = (x,y,2) =
(1,0,1) + u(1,-2,2) i lesfera(x — 2)?* + (y + 1)* + (z— 3)* = 32

B MathFadMornl) [dic)(a+b] B MathlFadorml [d7c)fa+b]
aX+bY+cZ+d=0 Punto de paso (¥o,Yo,Z0)
?$ Vector direccién [a,b,c] }X
a b c d Xo Yo Zo
C 1 -2 2 EE C 1 0 1]
a b c
C 1 -2 D
-3 2
EXPRESSI[VECTORI{POINTS || EDIT | [CSET) EXPRESSIVECTORI( P&V J[FOINTS)(EDIT J(SET

[Hath)Bad|Horm1] Z
(¥-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 J\
X Y
a b c
C 2 -2
FETRIEPHDEDT)

Abril 28: Determineu I’equacié del planol tangent a I’esfera
x—3)2+(y—-1%+(z+2)?*=24
gue passe pel punt M(-1,3,0)
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Solucié: L'esfera (x —3)? + (y—1)? + (z + 2)? = 24 té centre 0(3,1,—2) i radi r = v24. El punt
M(—1,3,0) pertany a 'esfera ja que (=1 — 3)%? + (3 — 1)? + (0 + 2)? = 24. El planol tangent a l'esfera

passa pel punt M(—1,3,0) i té vector caracteristic

L'equacio del planol és:

OM = (—4,2,2)

—4(x+1)+2(y-3)+2(z-0)=0

Simplificant:

—2x+y+z—-5=0

Obrim el Menu Grdfico 3D: Definim i representem |'esfera i el planol.

B HathRsdMorml) [dic)farb]

(¥-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2 @

a b c r

- 69598

C 3 1

4,898979486
([FACTORI[EXPANDI(EDIT ]

B HathlRadNorml [dic)fa+bi
aX+b¥+cZ+d=0
a b c d
C -2 1 i -5
EXPRESS|[VECTOR|{POINTS ) EDIT | | SET |

B MathRadorml [dic)a+bi

Abril 29-30: Siga I'esfera

x2+y?+z2—-6x—4y+8z2+20=0

Calculeu l'esfera d’igual radi, tangent exterior en el punt
A(1,4,-3) de l'esfera. Calculeu I'esfera d’igual radi, tangent
exterior en el punt diametralment oposat al punt A I'esfera.

Solucié: Completant quadrats:

E=(x—-3)2+{ -2+ (z+4)* =32
L'esfera E te centre O(3,2,—4) iradir = 3. Notem que el punt A(1, 4, —3) pertany a I'esfera E ja que satisfa

la seua equacio:

E=(1-3)2+(4—-2)2+(-3+4)>=32
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El centre O, de 'esfera tangent en el punt A(1, 4, —3) compleix: OA = K()—l)
(-2,2,1)=(x—-2,y—4,z+3)

Resolent I'equacié: 0,(—1, 6, —2). L'equacio de I'esfera de radi 3 tangent en A a I'esfera E té equacié:

E,=x+1)2+({y—-6)2%+(z+2)*=3?

El punt A’ diametralment oposat del punt A compleix: AO = O_A;

2,-2,-1)=(x—-3,y—2,z+4)

Resolent 'equacio: A'(5,0, —5).

El centre O, de I'esfera tangent en el punt A’(5, 0, —5) compleix:

0,0 =00,, (4,—4,—2) = (x—3,y—2,z+4)

Resolent I'equacié: 0,(7,—2,—6)

L’equacio de I'esfera de radi 3 tangent en A’ a 'esfera E té equacio:

E,=G—-7)2+F+2)?%+(z+6)* =32

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem les tres esferes.

B HatRadforml) [dic)fasb]

a b c

(X-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2 @

C 3 2

[FACTOR)(EXPAND](EDIT |

I
o

3

[SETH

B HathRsdMorml) [dic)fatb]

(¥-2)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @

a b c r
-6 [HE-

C 7 -2

3

[FACTOR][EXPAND]EDIT ] [ SET |

B HathRadFornl [d7c)fash]
(¥—a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2 @
a b c r
L s -2 HEEEE

3
[FACTOR) EXPAND) (EDIT) Eal

El

[HathRadHornl] (dic](a+bi
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