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PROBLEMES PER A NO PERDRE “EL TOC”. AUTOR: RICARD PEIRO | ESTRUCH. IES “Abastos”. Valéncia

15

Juliol 1-2: Pels punts interseccid de la recta

x=—-5+3t
r=4qy =-11+4+5t
zZ=9—14t

i de I'esfera d’equacid

= 2 _1)2 2 _
E=(x+2)2+(y—12%+ (z+5)% =49 15&*?

s’han tragat planols tangents. Determineu les seues equacions

Solucid: El centre de I'esfera és O(—2,1,—5) i e radi R = 7. Determinem els punts interseccié de la recta i

I’esfera. Un punt qualsevol de la recta

x=-54+3t
r=4y=-11+5t
z=9—14t

és P(5 + 3t,—11 + 5t,9 — 4t). Substituim les seues coordenades en I'equacio de I'esfera:
(-3+30)%2+ (—12+5t)2 + (14 — 4t)> = 49
Simplificant:
t? —5t+6=0
Resolent I'equacid: t = 2, 3. Les coordenades dels punts interseccid sén:
P, (1,-1,1),P,(4,4,—3)
Els vector del planol caracteristic del planol tangent a I'esfera en el punt P;(1,—1,1) és:
OP; = (3,-2,6)
L'equacio del planol és:
m=3x—1)-2(y+1)+6(z—-1)=0
Simplificant:
M =3x—2y+62—11=0
Els vector del planol caracteristic del planol tangent a I'esfera en el punt P, (4,4, —3)és:
OP; = (6,3,2)
L’equacio del planol és:
m,=6x—4)+3(y—4)+2(0z+3)=0
Simplificant:

M, =6x+3y+22—30=0

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim les equacions de I'esfera, larectaiel planolm; =3x -2y +6z—-11=0
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B HathRadForml (dic]fa#bl B MaRedlemd [9/<)a]

(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 Punto de paso (¥o,Yo,Zo) %(f

Vector direccidn [a,b,c] Y
a b < Xo Yo Zo
L -2 1 C -5 -11 9l
a b c
. C 3 s I 4

[FACTOR)[EXPANDI (EDIT) [SET) EXPRESS/[VECTOR) P&V )(FONTS)(EDIT I SET

El

B MathRadMornl) [dic]fasb]

Z
aX+bV+cZ+d=0 @( 15 ,J\
[

i Y
a b c

d
C 3 -2 N 118

Z
-11 e
EXPRESSI|VECTORJ(POINTSJ| EDIT | | SET |

-15

Juliol 4-5: Siga ABCDEF I'hexagon regular de centre O i costat c. Des dels
punts B i D com centres i amb radi c es dibuixen dos arcs de circumferéncia.

~

Des del punt C com centre és dibuixa I'arc AGE .

Determineu I'area de la zona ombrejada.

Solucid: Tindrem

AE =3¢

L'area d’una de les lunules grans és igual a I'area del sector de

602 i radi +/3c menys I'area de dos sectors circulars de 602 de
radi c:

1 2 1 -
Sombrejada = gﬂ:(\/g(;) - 2(6 nczj = ECZ .
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B
Juliol 6-13: El quadrat ABCD esta inscrit en una circumferéncia de radi 30.
La corda AM mesura 50 i talla la diagonal BD en el punt P. 4
Determineu la mesura del segment AP .
Fl
C
|
Solucid 1: Aplicant la potencia del punt P respecte de la circumferéncia:
AP.MP =DP-BP. AP-(30-AP)=DP.(60-DP).  AP.(30-AP)=-DP’ +60DP (1)
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABD :
AD =30+/2
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ADP :
~ (sov2f +DP’ —2(30\/5)33%. AP” = (3072 +DP" - 60DP (2)

Sumant les expressions (1) i (2):

_ - 2 _ _
AP-(SO—AP)+AP =1800. 30AP =1800. AP =36.
Solucié 2: Tindrem:

OA =30, AC =60

A A
Siga O el centre del quadrat. Els triangles rectangles APO, ACM sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
AP _OA AP _30
AC AM 60 50°
Resolent I'equacio:

AP =36

Juliol 7: Siguen dos cub iguals ajuntats per una cara comuna '

(veure figura). Ik
Determineu la proporcio entre el volum de la piramide ABCDV }

i la suma dels volums dels dos cubs.

Ps

Solucid: Siga CD = a, aresta dels dos cubs. La suma dels volums dels dos cubs és:

VZC = 233
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El rectangle ABCD és la base de la piramide ABCDV.
VC = aV3,CD = a,VD = a2
A
Aplicant el teorema invers de Pitagores, el triangle VDC és rectangle £VDC = 90°

VD = aVv2,AD = aV2,VA = 2a

A _
Aplicant el teorema invers de Pitagores, el triangle VDA és rectangle VDA = 90°. Aleshores, VD és

perpendicular a la base, altura de la piramide. El volum de la piramide és:

VABCDV=§DA' C-VD §a\/§-a-a\/§=§a3

La proporcié entre els volums és:

Vagcpv
Vs, 2a3

Juliol 8: En la figura, calculeu la mesura del segment EF.

20

Solucid: Siga PQ =20, PE =15, QE=QF =10. El triangle

A -
QEF és isosceles. Siga M el punt mig del segment EF.
ZEMQ =90°. Siga a/l =Y. Aplicant el teorema de Pitagores al

A
triangle rectangle PMQ :

2
202 = y? +(15+§j .

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle EMQ :

2
102 =y2 4+ 2] .
g (zj

Resolent el sistema format per les dues expressions:

X=5.
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Juliol 9-16: En un hexagon regular ABCDEF s’ha inscrit I’"hexagon regular

GHIKL tal que AG :%E.

Calculeu la proporcio entre les arees dels dos hexagons.

Solucié: Siga AB = c costat de I’'hexagon ABCDEF.

AG = C,K: C.

w|pR
wWIiN

A
Z/FAG =120°, angle interior de I’"hexagon regular. Aplicant el teorema del cosinus al triangle LAG :

2 2
52: lc + EC _ZEE __1 :ZCZ_
3 3 3 32 9

La proporcié de les arees de dos hexagons regulars és igual al quadrat de la proporcio dels costats.

—\2
S ahiskL :(EJ _

’
AB) 9

S ABCDEF

Generalitzacié: En un hexagon regular ABCDEF s’ha inscrit I’hexagon regular GHIKL tal que AG =k -AB.

Calculeu la proporcio entre les arees dels dos hexagons.

Solucio:

Sk — K2 _Kk+1.

SABCDEF

Juliol 11: Determineu l'equacié de l'esfera que passa pels punts
A(1,-2,-1),B(-5,10,—1),C(4,1,11),D(-8,-2,2)

Solucié 1: Vegem que els quatre punts no sén coplanaris. Obrim el Menu Ejec-Mat

Vegem que el determinant de la matriu

1 -2 -1 1
4 1 11 1
-8 -2 2 1

és distint de zero.
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B RadMormd) [d7c)asbl

Matriz

Mat A :None

Mat B :None

Mat C :None

Mat D :None

Mat E :None

Mat F :None
IDELETEIDEL-ALL] DIM | CSV J (MeV]

[E] [Rad Borml) [dic)fathil

A 1 2 3 4
1 1 -2 -1 1
2 -5 10 -1 1
3 4 1 11 1
4 -8 -2 2

1
ROW-0P| ROW JCOLUMN/NsIhll

Calculem els punts migs dels segments AB, AC, AD

El punt mig del segment AB és E(—2,4,—1)

El punt mig del segment AC és F G,_?l, 5)

El punt mig del segment AD és G (_77, —2,1)

2

Calculem les components dels vectors E, TC,E

AB = (—6,—12,0)
AC = (3,3,12)
AD = (-9,0,3)

El planol mediador del segment AB té equacio:

[, =x+2y=6

El planol mediador del segment AC té equacio:

B FbRdfm) [k
Det Mat A

]

1458

| Mat lMat>Lst! Det | Trn [Auznent I~

sz(x—5)+(y+l)+4(z—5)=0

2 2

El planol mediador del segment AD té equacio:

H35—3(X+%)+(z—%>:

[I; =-3x+z=11

El centre de I'esfera és igual al punt interseccié dels tres planol. Obrim el Menu Ecuacion:

B HatiRadformd) [dFc)astl
Ecuacioén

Seleccionar tipo
Fl1:Simultaneo
F2:Polinomio
F3:Resolver

[ SIMUL POLY JSOLVER]

B HathRadMormi [dicab]
anx+bnY+ng=dn
a

€ d
1 1 2 0 B
2 1 1 4 22
3 -3 0 1
11

SOLVE|(MIIUICLEAR]| EDIT |

El centre de I'esfera és el punt O(—2,4,5). El radi de I'esfera és:

r=0A=(1+2)2+(-2—-4)2+(-1-5)2

B [WathRadFormi [dic]fatbl
an X+bn Y+Cn Z=dn

i

-2
[REFEAT]
B HRdfom) [@aem
Det Mat A

1458

J32+62+62

9
0

JUMP JDELETE
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Solucid 2: L'equacié general de I'esfera és:
x2+y?+z24+Ax+By+Cz+D=0

Substituim les coordenades dels quatre punts en I’equacié general i resolem el sistema format per les 4
equacions amb les incognites A, B, C, D. Obrim el Menu Ecuacion:

B EotiRedforn) (dclod) 8 Gnkdtn] [@E
Ecuacion Simultaneo
Datos en memoria
Seleccionar tipo Incégnitas:3
Fl1:Simultéaneo
ll;%:ll;olirllomio N incognitas?
:Resolver isNumero incognitas?
SIMULJ POLY JSOLVER] 2 | 3 ] 4 /5 ] 6 J
E HathRadForml) [dic)fa+ki E MathFadForml) [dic)a+b
an X+bn Y+Cn Z+dn T=en an X+bn Y+Cn Z4+dn T=en
a b c d =+ ¥
i 1 -2 -1 1 Y -8
2 -6 10 -1 1 z =10
3 4 1 11 1 T -36
4 -8 -2 2 1
1 4
SOLVE |[INgI3|CLEARI[ EDIT | [REPEAT]
La solucio és:
A=4
B=-8
C=-10
D=-36

L’equacio general de I'esfera és:
x2+y2+2z2+4x—8y—10z+36=0
Completant quadrats:
x+2)24+F—-4)*+(2—-5?%=36+22+4*+5% (x+2)2+{Fy—-4)*+(@z—-5)?*=92

El centre de 'esfera és el punt O(—2,4,5)ielradir=9

Juliol 12: La figura esta formada per un cub d’aresta a i dues piramides
quadrangulars regulars d’altura a.

Determineu 'area i el volum de la figura.

Solucid: El volum és igual al volum del cub d’aresta a i de dues piramides de base quadrada d’aresta a i altura
a.
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1 5

— .3 2(_ 2. )=_ 3
V=2a+ 3a a 3a

D . . , . 1 .
L'apotema x d’una cara de les piramides és la hipotenusa d’un triangle rectangle de catets Sa,a. Aplicant el

teorema de Pitagores:

V5
X=—a
2
L'area de la figura és igual a la suma de 4 quadrats de costat a i 8 triangles de base a i altura I'apotema x =
V5
—a.

2
1 V5
S=4-a2+8-<§a-7a>=(4+2\/§)a2

(

Juliol 14-15: Dues arestes que es creuen d’un cub s’estenen.
En cada extensid s’agafa un segment d’una unitat.

On han d’estar situats els segmentes a fi que el volum del
tetraedre format pels 4 extrems del segment siga maxim.

Solucié: Siga el cub ABCDA'B’C’'D’ d’aresta AB =a amb les
seglients coordenades cartesianes:
A(0,0,0), B(0,a,0), C(a,a0), D(a, 0,0), A'(0,0,a),
B'(0,a,a), C'(a,a,a), D'(a,0,a)

Podem suposar sense perdre generalitat que C és un vertex
del tetraedre. Siga K(a,a+10), L(x,a,a), M(x+1a a).
Calculem el volum del tetraedre CKLM:

—  —  —

1 1
Ve =g‘[CK CL CM|. Vo ==

El volum no depén de la posicié dels dos segments
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Juliol 18-25: Sobre un costat d’un hexagon regular de costat ¢ s’ha }
dibuixat un quadrat (veure figura). /1
/)
/

Calculeu I'area de la interseccid de les circumferéncies circumscrites
als dos poligons regulars.

Solucid: L'area és igual a la suma de les arees de dos segments circulars, un de radi c i angle 602 i un de radi

gc i radi 90¢9.

2
S:(ln 2 \f 2J+ %n[ﬁc] EY =—7n_6\/§_602.

4 24

Juliol 19-20: Donades les esferes
E,=2x?+2y?+2z2+3x—2y+z—5=0,
E,=x*+y?+2z2—x+3y—2z+1=0

Determineu la posicio relativa de les dues esferes.

Si sén secants, determineu el planol on es tallen.

Determineu el centre i el radi de la circumferéncia interseccio de les
dues esferes.

Solucié: Completant quadrats:

3\2 1\2 1\ 5 3 1 1 54
Elz(x+—) +( ——) +<z+—) =+ —4—+—

4 2 4) 27162716 16
El centre té coordenades, 04 (—%,%, —i) ielradiésR; = %\/E
E—< 1>2+( +3>2+( 1)?* = N
2=\*773 ) z - 4737 Ty
, 1 3 . .. 1
El centre té coordenades, O, (5, - 1) ielradiésR; = E\/lO
0,0, = (5 2 5)
1vY2 — 4' '4
La distancia entre els centres és:
V114 V114 3v6 + 2v/10
0,0, :Toloz =——<R;+R, :f
V114 3v6 — 2410
0,0, =—— > |R; —Ry| =————

4 4
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: 141 = 5C
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4
A+B-C
- 0.7489865742
JUMP IDELETEMMATVCT] MATH )

Aleshores, les dues esferes son secants.
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B HathRadornl) (dic)frbl

2
J1 -::4 .
114
. 4
f Eonis) G0ey
41149
4
A+B-C
0.7489865742
|A-B|-C
O -2.4132910886
| Abs | Int [Frac| Rnd | Intg [IN=E

Calculem E; — 2 - E, que ens ddna el planol interseccid de les dues esferes.

E,—2-E,=5x—8y+5z—-7=0

Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem les dues esferes i el planol interseccié.

B HathRadMorml) [dic)iasb]

({-a)2+(V-b)2+(Z—c)2=r2

a b

c
[ -0.75 0.5 -0.25 [EERA"

1.837117307

B HathFadFom]) [dic)fetl
(X-a)2+(V-b)2+(Z-c)2=r2

1.58113883

Definim i representem la recta que passa pels centres 04 (

[FACTOR) [EXPAND] EDIT | | SET | [FACTOR)[EXPANDIEDIT ) | SET |
[E] [MathRad[Norml [dic]fathi

B HathRadfoml) [dic)athl 7

aX+bY+cZ+d=0 )-\

H X
a b [ d

C = -8 s IR

EXPRESS|[VECTORIPOINTS J|_EDIT | L SET |

31 1 1 3
~23=1) 03— 31)




B HathRadHornl) [(dic]ash]

Recta pasa por 2 puntos

g

X i yA
Pl[ -0.75 0.5 -0.25]
P2 0.5 -1.5 R

1
[EXPRESSI[VECTOR) P&V ) (FOINTS)(EDIT J[SET |
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El centre de la circumferencia interseccié és calcula efectuant la interseccié de la recta i el planol. Amb la

funcié G-Solv, determinem la interseccio:

B HathFadforml) (dic)itb]
1: Hecta

5

Calculem

_ —-11 3\* /=71 1\* /103 1
°1°=j(m+z) +(m+2) * (@3
8V114
~ 57

2

Siga R el radi de la circumferéncia interseccid de les
dues esferes. Per calcular el radi R aplicarem el
teorema de Pitagores al triangle rectangle de catets,

R, 0,0 = AR hipotenusa R; = z\/g
3 2 (8VIT&\? , _ 515
(V) =r*+(*57) s R2=30

. . N 515

El radi de la circumferéncia és R = te

Juliol 21-28: Siga I'esfera

x2+y?+z2+6y—4z+9=0

Determineu I'equacié de I'esfera concéntrica amb ella que és tangent al

planol

2x—3y+2z+4=0

El centre de la circunferencia es:

<—11 —-71 103
2281147228

)

6 GoEitn] G0
-71 1)2
J 223 4 +[114‘§ “{
8J114
57
[]
DEL-LINEIDEL-ALL
f Dokt @O
J_] [3J11 ]2
515
456
0
DEL-LINEIDEL-ALL
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Solucié: Completant quadrats en I'esferax? + y? +z> + 6y —4z+9 =0
X2+ (y+3)2+(z—2)2 =22
El centre de 'esfera és el punt 0(0,—3,2)ielradir = 2

El radi de I'esfera concéntrica tangent al planol I1 = 2x — 3y + 2z + 4 = 0 té radi

2:0-3-(=3)+2-2+4| _

R=4d(0,I1); R=4d(0, )= V17
V22 + (—3)2 + 22
L'equacio de I'esfera:
X2+ (y+3)2+ (z—2) =17
Obrim el Menu Grdfico 3D. Definim i representem les dues esferes i el planol
B HathRadForml) [dic)farb] B HathRadMornd) [dielfashi B HathRadformd] [dic)ath]
(X-a)2+({¥-b)2+(Z-c)2=r2 {@, (¥-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 @ aX+b¥+cZ+d=0 @
a b c r a b c r a b c d
[ -3 2 2] C -3 2 4.1231) [ -3 4 4]
0 0 2
(FACTOR) EXPAND](EDIT ] (FACTOR)[EXPANDI(EDIT ] 3

B MathRadMornd [d7c)(z+bi

<%
Juliol 22: Siguen dos cub iguals ajuntats per una cara comuna ' A‘\v
(veure figura). ."’
Determineu la proporcié entre el volum de la piramide ABCDV 4%
vV

i la suma dels volums dels dos cubs.

s

A

Solucié: Siga CD = a, aresta dels dos cubs. La suma dels volums dels dos cubs és:
VZC = 233
El rectangle ABCD és la base de la piramide ABCDV.

VC = aV3,CD = a,VD = a2

A
Aplicant el teorema invers de Pitagores, el triangle VDC és rectangle £VDC = 90°
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VD = aVv2,AD = aV2,VA = 2a

A —
Aplicant el teorema invers de Pitagores, el triangle VDA és rectangle 2VDA = 90°. Aleshores, VD és
perpendicular a la base, altura de la piramide. El volum de la piramide és:

1 1 2
VABCDV=§DA‘ C- D=§a 2-a.a\/§=§a3

La proporcid entre els volums és:

A
Juliol 23: En la figura, ABC és un triangle rectangle C=90°, E
AD =BD i DE L AB.

Si AC =12 i AB =20, calculeu I'area del quadrilater ADEC.

Solucié: Tenim:
AD =BD =10.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC :

BC =16.

A A
Els triangles rectangles ABC, EBD sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:

%=E.Aleshores,D_E:E. E=@.Aleshores,ﬁE:2—5. C_E=§3—8_E=16—2—5=Z.
10 16 2 10 16 2 2 2

A A
L'area del quadrilater ADEC és igual a la suma de les arees dels triangles rectangles ADE i ACE :

1 15 1 7 117
S --.10-—24+=-.12. - ===" _585,
ADEC 5 2 2 2 2

Juliol 26-27: Un quadrat s’ha partit en dos per la diagonal.

En la part inferior s’ha inscrit un quadrat d’area 2016 cm? i en la part superior
s’ha inscrit dos quadrats menuts idéntics.

. . N 2016 cmé
Quina és I'area de cadascun dels dos quadrats menuts?. 2016 ¢
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Solucid:

Siror = %SAKLN =1008 cm?. .

Juliol 29-30: En dos costats consecutius d’'un hexagon regular s’ha dibuixat,
cap a l'interior de I’'hexagon, dos quadrats.

Determineu la proporcié entre |'area de la interseccid dels dos quadrats i
I’area de I’hexagon regular.

Solucié: Siga ABCDEF I’hexagon regular de costat 1. y
DG =AB =1 E
Siga DGHI la intersecci6 dels dos quadrats.
/EDG= ZEDC- £ZGDC =120°-90°=30°. /GDI=/ZEDC-2/EDG=60°.
AGDH=%ZGDI:30°. @:?ﬁs:@. F
L’area de la interseccid dels dos quadrats és: A

oa.| &1

Sye = GH-DG =

L’area de I’hexagon regular és:

2

V3 ,)_3V3
SABCDEFZGT:L =5

La proporcié entre les dues arees és:

SDGHI

©O©IN

SABCDEF

NES



