PROBLEMES DE FEBRER 2024 RESOLTS

1***

A un congrés assisteixen 201 cientifics
de cinc nacionalitats diferents. Se sap
que en cada grup de sis almenys dos
tenen la mateixa edat. Demostra que
és possible trobar un grup de cinc
persones de la mateixa edat,
nacionalitat i sexe.

Solucié:
De les 201 persones podem assegurar que almenys 101 sén del mateix sexe.

D'aquestes 101 persones, com només hi ha cinc nacionalitats possibles i 101=5-2041, ha
d'haver almenys una nacionalitat amb 21 representants.

Que en cada grup de sis almenys dos tinguin la mateixa edat, ens indica que no hi ha més de
cinc edats diferents. Aleshores, si triem els 21 que ja tenim amb el mateix sexe i la mateixa
nacionalitat, com 21=5-4+1, ha d'haver almenys 5 amb la mateixa edat, que era el que
buscavem.

2* 3

En un zoo van col-locar 5 animals e | e | T | e [
en gabies contiglies amb portes T |

- N | i ,
que les comuniquen, perd per  |oureraf nore [ sureo | Les [ Lior

error els animals van acabar en |
gabies que no els corresponien. [ ~ ) <
Com poden ser traslladats sense
gue passe res?

Solucié:
Passos a seguir:

1. Traiem la pantera per la porta que dona al passadis i la deixem amb totes les portes
d'accés al passadis tancades.

2. Desplacem els quatre animals que queden a les gabies una gabia al'esquerra de la que
ocupen. Amb aixo, el burro és a la seua gabia.

3. Posem la panterd a la gabia que li correspon, ja que ha quedat buida.
4. Traiem el lleé al passadis.

5. Movem el burro i el tigre a la gabia que tenen a la dreta.

6. Posem el lleg a la gabia.

7. Traiem el tigre al passadis.

8. El burre torna a la gabia.

9. Passem el llop a la gabia (al'esquerra de la que ocupa).

10. Posem el tigre a la gabia.



5 ggb 6

El rectangle PQRS esta inscrit D R_¢C
en el rectangle ABCD com
indica la figura. Si AS=3, BQ=8 Q
i SQ=13, calculeu l'area dels
dos rectangles. s 8
3
A P B

Soluci6é amb geogebra:

Passos per fer el dibuix:

1. Introduim el punt S(0,3). ) c

2. Tracem la circumferencia centrada a S amb radi 3
13. 1Q

3. Introduim la recta y=8. h

4. Trobem el punt Q com a interseccio de la 3
circumferéncia i la recta del pas anterior. B
Trobem el punt mitja del segment SQ. 6 -4-2 [ 2 4-6-8 1012 14 1t

. Tracem la circumferéncia centrada en M que passa per Q.

7. La intersecci6 d’aquesta circumferéncia amb l'eix d’abscisses ens dona les
coordenades de P.

8. Amb la recta que passa per P i M trobem R (intersecci6 de la recta i la
circumferéncia centrada en M).

9. Tracem el rectangle PQRS. En la vista algebraica veiem que la superficie que ocupa
és 48,6795 u2.

10. Per a l'altre rectangle tracem la perpendicular a l'eix d'abscisses per Q i la
perpendicular a I'eix d'ordenades per R.

11. Tracem el rectangle. L'area és 132 u2.

Solucio analitica:

Si tracem la perpendicular a I'eix d'ordenades pel punt S obtindrem un triangle rectangle
del qual coneixem que la hipotenusa mesura 13 i un catet 5 (8—3=5).

Aplicant el teorema de Pitagores calculem l'altre catet: V132 — 52 = 12. Coincideix amb la
longitud de la base del rectangle exterior.

Com que CQ mesura el mateix que AS, I'alcada del rectangle sera 3+8=11.
L'area del rectangle ABCD sera 12:11=132 u2.

Per trobar l'area del rectangle PQRS cal saber les coordenades de P(p,0). Tenint en compte
que els triangles son iguals dos a dos i semblants, podem plantejar:

HT_ng S 12p—p?=24 - p=1zi\/14:—4-1-24=6i2\/§ D R ¢

De les dues solucions ens interessa 6 — 2+/3. Q
3p , (12-p)8

APQRS = AABCD - Z(AAPS + APQB) =132-2 (? + T) = 8:3 8

A B

=132 —[3-(6 — 2v3) + 8(6 + 2V3)] = 66 — 10V3 = 48,6795 u? P 12-p



Calculeu dos nombres naturals els

quadrats dels quals es diferencien en
133 unitats.

Solucié:

Anomenem x i y als dos niimeros (suposem que x > y).
S'ha de complir que x? — y? = 133

Si factoritzem, obtindrem (x + y)(x —y) =19 -7

. , . . R . x+y=19
Com que s6n dos niimeros naturals i es compleix x > y, aix0 ens diu que: x—y=7

Resolent el sistema obtenim que x = 13 iy = 6, que son els nimeros buscats.

9***

Triem a l'atzar quatre nombres
a, b, cid entre els primers 2024
nombres naturals.

Quina és la probabilitat que
a-d—b-c siga un nombre
parell?

Solucio:

Si triem a I'atzar un nombre entre els primers 2024 nombres naturals, la probabilitat que
siga parell és Y.

Perqueé en restar dues quantitats el resultat siga parell cal que ambdues tinguen la mateixa
paritat.

Perque un producte siga imparell cal que els dos factors siguen imparells. La probabilitat
11 1

seria P(a - b imparell) = P(a imparell) - P(b imparell) = 2377

D'aci deduim que la probabilitat que el producte siga parell sera:

P(a-bparell) =1—P(a-bimparell) =1—

B
Sl w

La probabilitat demanada sera:
P(a-d—b-cparell) =
=P(a-dimparellib - cimparell) + P(a-dparellib - cparell) =

1 1+3 3 10 5
T4 4 4 4 16 8
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Calculeu la suma de les xifres del
nombre AZ4R si és el menor
dels nombres de tres digits
que verifica MAR + 2MAR +
3MAR + -+ + 20MAR = 119
(multiple de 119).

Solucié:

MAR + 2MAR + 3MAR+......... +20MAR = 119
MAR - (142 +3+.....420) = k- 119
W-% =k-119 - MAR-210=K-119 - MAR-3-7-10=k-7-17 -
30-MAR=17-k — Com 30 no és multiple de 17 — MAR és multiple de 17
MAR=17-k Donant valors a k busquem el menor nombre de tres digits

Sik=6 - MAR=17-6=102 - M+A+R=1+0+2=3

14 ggb 15

La figura esta formada per un quadrat
que conté un triangle rectangle. 1 1
Calculeu la proporcio entre l'area del 1
triangle rectangle i I'area del quadrat.

Solucié amb geogebra:

D _C
e
E NF ‘.
A% — B"’/ Atriangle _ 19.2 -03
\\\”',// Aquadrat 64
Passos:

1. Dibuixem el quadrat amb poligon regular.

Trobem els punts mitjans dels costats verticals.

Unim els punts B i E per tragar la hipotenusa del triangle.

Trobem el punt mitja d'aquest segment (M).

Si un triangle esta inscrit en una circumferéncia i el costat major coincideix amb el
diametre de la circumferéncia, el triangle és rectangle. Si tracem la circumferencia
centrada en M que passa per B, el vértex G del triangle estara sobre aquesta
circumferencia.

Ui Wi



6. Com que la distancia entre F i C coincideix amb la distancia entre F i G, si tracem la

circumferencia centrada en F que passa per C, també contindra el punt G.

Trobem G amb la intersecci6 de les dues circumferéncies.

Tracem el triangle.

9. Jatenim en la vista algebraica les arees del triangle i del quadrat. En dividir-les, el
resultat és 0,3.

®© N

Solucié analitica:
Suposem que AB=2

Si situem A a I'origen de coordenades (0,0), la resta dels punts tindran les coordenades
seguents:

B(2,0), C(2,2), E(0,1), F(2,1), M(1, 0.5)

Per trobar G farem servir que esta a la interseccio de les dues circumferéncies: una centrada

en Fiamb radi1il'altra centrada en M i amb radi g (es calcula aplicant Pitagores al triangle
ABE).

Les equacions seran
2 2 _ (Y 2 _2x+1+y2—y+025=125
@-D*+@-052=() {x x+1+y?—y+025=1
(=22 +(y-1)? =12 K- dxtdtyt-2y+1=1
Si restem les dues equacions obtenim2x+y—-4=0 - y=4-—2x

Substituim a la segona circumferéncia (és igual fer-ho a la primera):

x2—4x+44+(4-2x)>-2(4-2x)=0 - x?—4x+4+16—16x+4x>—-8+4x=0

16+V16? —4-5-12 1644 x1=2
2-5 10 _x2=§

- 5x2—-16x+4+12=0 - x=

La primera soluci6 correspon a Bila segonaa G.

Calculem l'ordenadade G: y=4-2x - y=4-2 -g = g

Ja tenim les coordenades de G(g, g)

Com que és un triangle rectangle, un dels catets seria la base i I'altre I'altura. Els calculem amb
la distancia entre dos punts:

d(E, 6) =j(o-§)2+(1_§)2 =¥

6= (-8 +(o-2) 48

5

Atriangle = 2 5 5 g



Aquadrat =22=4

6
D’on Atriangle —5 3 =03
Aquadrat 4 10
Una altra forma:
D C
K
N M
(e}
A B

AB=2; MN=MK=1; BN=+5

El quadrilater NBMK és ciclic. OK=OM=ON=§

Angle KOM = angle MOB = «
Angle KNB =«

Aplicant el teorema del cosinus en el triangle KOM:

2 2

B B VE B
12=<7> +(7> -2 — . —- cosa

5,5 .08
—4 4 4COS(X

. 3. . 4
D’on s’obté que cosa = S I pertant, sina = -

kN=2V5=20,px =2 5 =25

Atriangle = 2’ g 5 5

Aquadrat =22=4

Atriangle _ — 2

10

A oo

Aquadrat
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En el dibuix hi ha dos
quadrats i dos triangles.
Quina relacié hi ha entre les
arees dels dos triangles?

Soluci6:
Les arees son iguals.

Si observem el dibuix, com es tracta de dos quadrats, és clar .
que es compleix a + f = 180°.

Sitracem els paral-lelograms ADA'E i ABA"'G, és evident que
son semblants, ja que tenen costats de la mateixa longitud
(els costats dels dos quadrats) i angles iguals (aif ). Les
arees dels dos paral-lelograms soén iguals, i per tant, també
les dels triangles.

19 *** 20

Donada la funcio
f(x)=|3x — 1], calcula tots
els valors de x per als quals
es compleix f(f(x)) = x.

Solucié:
Busquem els valores de x per als quals es compleix:
fF@)=fB3x—1D=13-13x =1 = 1| = [|9x = 3| - 1| = x

Com hi ha dos valors absoluts, haurem de considerar diversos casos, segons siga positiva o
negativa l'expressid de la qual calculem el valor absolut:

Cas1:9x—320 - x>
La nostra equaci6 quedara: [9x —3—1|=x - |9x—4|=x
Tornem a tenir dues opcions segons el valor de 9x — 4:

Casla:9x—4>0 - xZ%Z

W=

o 1_ 4
Podem eliminar el valor absolut: 9x —4=x - 8x=4 - x= 5 > ber la qual cosa
és una solucio valida.

Cas1b:9x—4 <0 - §Sx<

O |

Per eliminar el valor absolut hem de canviar signes:



2
[9x —4|=-9x+4=x - 4=10x - x=§
1

Perque sigui valida s'ha de complir é < % < % 0, el que és el mateix: —i < g < g , que és
cert, evidentment. Tenim la segona solucié: x = %
Cas2:9x—3<0 - x<3
Per a eliminar el valor absolut de |9x — 3| hem de canviar signes:
||9x—3|—1| =x - |[-9%+3-1l=x - |-9%+2|=x
Tornem a tindre dues opcions segons el valor de —9x + 2:
Cas2a:—9x+2>0 - x<><:
Podem eliminar el valor absolut de |—9x + 2|:
-9x+2=x - -9x+2=x - 10x=2 - xzé
Perque siga valida s'ha de complir% < % 0, el que és el mateix: 415 < 1—(5). que és

. . . 1
cert, evidentment. Tenim la tercera solucié: x = B

Cas2b:—9x+2<0 - §>x>§

Podem eliminar el valor absolut de |—9x + 2| canviant signes:

1
x—2=x - 8B8x=2 - x=7

N 112 . .12 _ 9 _ 8 .
Perque siga valida s'ha de complir 37375 O el que és el mateix: 3> 36" 300 queés

. . 1
cert, de la qual cosa obtenim la quarta solucié: x = |



21**

Donats quatre nombres en triem tres,
calculem la seva mitjana i a la mitjana
obtinguda li sumem el que falta. Aixo
es pot fer de 4 maneres. Si obtenim
com a resultats 17, 21, 23§ 29, quin és
el major dels quatre nombres que
teniem al principi?

Solucié:

Anomenem als quatre nombres a, b, ¢ i d. Traduim a equacions les condicions que ens

dona l'enunciat:

a+b+c

——?——+d=17

a+b+d

—+c =21

) 3

a+c+d

— 4+ b =23
3

b+c+d _

C_E__+a_29

Si sumem les quatre equacions obtenim

6a+6b+6c+6d=3-(17+21+23+29)=390 > a+b+c+d=45

a+b+c+3d=3-

a+b+d+3c=3-
at+c+d+3b=3-

b+c+d+3a=3:

Si substituim aixd en les quatre equacions anteriors, obtenim

D'on podem deduir que el nombre més gran és a, i el seu valor el deduim de I'equacié

454+ 2a=3:-29 -

45+ 2d =3-17
45+ 2c=3-21
45+2b =323
45+ 2a =3-29

2a=87—-45=42 - a=21

17

21
23

29



23* 24
Fixa't en el planol i digues quants camins M—
hi ha per a anar des de la porta de

l'institut fins al parc, sense passar més - fyrane _ _
d'una vegada pel mateix lloc. Els

rectangles ombrejats  representen - parc . I
J

edificis pels quals no es pot passar. La
porta de l'institut i les dues portes del
parc estan senyalitzades amb triangles.

Solucié:

Anomenarem amb lletres les portes i les cruilles del pla perqué resulte més comode
representar els moviments.

/
AN
v

’

G - H ™~_E - B - C D 10

\/B---C/D 11

E ~_F - ] - K 12

O] K 14

En total hi ha 14 formes d’arribar.



26*

L'any 2024 comenga en dilluns

i acaba en dimarts. Quin sera
el proper any que comence en
dilluns i acabe en dimarts?

Solucié:

\

Q

Els anys que no sén de traspas comencen i acaben el mateix dia de la setmana. Ha de ser un
any de traspas. Com qualsevol any de traspas que comence en dilluns acabara dimarts, ens
limitarem a buscar quin és el proper any de traspas que comence en dilluns.

b?)?e};t Comenca Acaba Anys no bixestos (comencen i acaben el mateix dia)
2024 | Dilluns Dimarts 2025 dimecres, 2026 dijous, 2027 divendres
2028 | Dissabte | Diumenge | 2029 dilluns, 2030 dimarts, 2031 dimecres
2032 | Dijous Divendres | 2033 dissabte, 2034 diumenge, 2035 dilluns
2036 | Dimarts Dimecres | 2037 dijous, 2038 divendres, 2039 dissabte
2040 | Diumenge | Dilluns 2041 dimarts, 2042 dimecres, 2043 dijous
2044 | Divendres | Dissabte 2045 diumenge, 2046 dilluns, 2047 dimarts
2048 | Dimecres | Dijous 2049 divendres, 2050 dissabte, 2051 diumenge
2052 | Dilluns Dimarts
Any 2052.

28 ggb

Siguen E i F dos punts interiors al
quadrat ABCD tals que DE =EF =FB i

que DE//FB.
Siga a = ZADE .

Determineu el valor minim de l'angle

a=-ADE.

Solucié amb geogebra:

29

A B

a=15°"

! radio = 4.11
L.

A

B

Per dibuixar el quadrat li donarem una mida qualsevol al costat, per exemple 10 cm.

Passos:

1. Dibuixem un quadrat (poligon regular) de costat 10.

2. Trobem el centre del quadrat M.

3. Creem un bot6 lliscador de nombre amb valor minim 2 i maxim 5. Sera la distancia
entre M i qualsevol dels punts extrems del segment (E o G). La distancia entre Ai G
sera el doble del que indique el bot6 lliscador, igual que la distancia entre Ci E.



4. Pertrobar Ei G tracem una circumferencia centrada en M amb radi el lliscador i dues
centrades en A i C amb radi el doble del lliscador. Els punts de tall ens donaran els
punts EiG.

Tracem els tres segments: AG, GE i EC.

Mesurem l'angle que volem minimitzar i movem el boté lliscador fins obtenir el
minim. S'aconsegueix quan lI'angle mesura 15°.

ou

Soluci6 analitica:

Siga AB = 1 el costat del quadrat ABCD.

Siga DE = EF = FB = x.

Siga E’ la projecci6 de E sobre el costat AD. E
Siga E” la projecci6 de E sobre el costat CD.

Siga F” la projecci6 de F sobre el costat CD.

Siga P la projeccié de F sobre la recta EE”. P =

EE' =DE"=x-sina D |E == C

DE' = EE" =x -cosa

"F"=1—-2-DE"=1-2x-sina

&7y

ﬁ=1—2(1—ﬁ =2x-cosa—1

4
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle EPF'":

x?=(1-2x-sina)? + (2x - cos a — 1)2. Simplificant:

2
cosa+ sina = 2+3x
y
s 2 + 3x? 087
V2 cos (Z - a) =~
061
£ s <2 + 3x2>
a=f(x)=-—arccos|———
4 42x 044
) 1 1 3x2-2
x) = > 0.2+
2 + 3x2\? W2ox
)
42x 0.0 ey
00 02 04 06 08 10 1.2
feo=0x=%

3
. . : . V6 , - . :
Estudiant el signe de la primera derivada x = — €és unminim relatiu estricte.

El valor minim de I'angle @« = £ADE és:

_ (Ve _m V3) _
am{n—f<?>—z—arccos <7>—

oy
|

s
4



