XI  Olimpiada  Matemática

                                    Castellón  1999/2000


CATEGORÍA  14 - 16  AÑOS

PROBLEMA  1
Rosa tiene 20 billetes. Unos son de 10 euros, otros de 20 euros y algunos de 50 euros, por un total de 500 euros. Si tiene más billetes de 50 euros que de 10 euros, ¿cuantos billetes tiene de cada tipo?
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Álgebra

Solución:

Sean D, V y C las cantidades de billetes de 10, 20 y 50 respectivamente que tiene Mireia.

Entonces,

D + V + C = 20

10D + 20V + 50C = 500

Sabemos que C<10, pues 50·10 = 500 y Rosa tiene billetes de los tres tipos.

También sabemos que C ( 2 porque Rosa tiene billetes de los tres tipos y más billetes de 50 que de 10.

Si C = 2, los otros 18 billetes han de sumar 400, pero 
[image: image34.png]


>20. Imposible.

Si C = 3, sucede lo mismo, porque los otros 17 billetes han de sumar 350 y 
[image: image2.wmf]17

350

 > 20.

Si C = 4, D puede ser 1, 2 o 3 y V será respectivamente 15, 14 o 13.

10 + 15·20 + 4·50 = 510 ( 500

2·10 + 14·20 + 4·50 = 500

3·10 + 13·20 + 4·50 = 490 ( 500

En este caso obtenemos la solución D = 2, V = 14 y C = 4.

Si C = 5, D puede ser como máximo 4. Los restantes 11 billetes deben sumar como máximo 210, pero 
[image: image3.wmf]11

210

<20. Imposible.

Si C = 6, D puede ser como máximo 5. Los restantes 9 billetes deben sumar como máximo 150, pero 
[image: image4.wmf]9

150

<20. Imposible.

Si C = 7, D puede ser como máximo 6, y los restantes 7 billetes sumarán como mucho 90. Pero 
[image: image5.wmf]7

90

<20. Imposible.

Si C = 8, los restantres 12 billetes han de sumar 100, pero 
[image: image6.wmf]12

100

<10. Imposible.

Si C = 9, los restantes 11 billetes han de sumar 50, pero 
[image: image7.wmf]11

50

<10. Imposible.

Luego Rosa tiene 2 billetes de 10 euros, 14 de 20 euros y 4 de 50 euros.

PROBLEMA  2
Sea ABC un triángulo isósceles con AB = AC. Se traza la bisectriz del ángulo 
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B

 que corta al lado AC en D. Sabiendo que BC = BD, calcula cuanto mide el ángulo
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Solución:
Sea ( = 
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 entonces 
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 = 2( pues BD es la bisectriz de 
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 = 2(   porque ABC es isósceles.


[image: image15.wmf]C
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 = 2(   porque BDC és isósceles.

La suma de los ángulos interiores del triángulo BDC es

( + 2( + 2( = 5(,

por tanto

5( = 180º

( = 36º

El triángulo BDC tiene dos ángulos iguales a 2(, por tanto el tercer ángulo ha de ser (.


[image: image16.wmf]A

ˆ

 = ( = 36º.

PROBLEMA  3
En el siguiente cubo, todos los cubos pequeños son blancos o negros. Las filas (horizontales o verticales) que tienen sus extremos negros, están constituidas por cubos pequeños que son todos negros. Todos los otros cubos son blancos.

· ¿Cuantos cubos pequeños blancos hay?

· Se quita una capa de cubos pequeños de cada una de las seis caras del cubo grande. Hágase el dibujo del nuevo cubo.
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Solución:

[image: image31.png]


       Designando por A, B y C las tres caras del cubo visibles, entonces el número de cubos pequeños negros que hay se calcula de la siguiente manera:

El número de cubos que hay en cada fila de cada cara es:

Cara A
5X8=40

Cara B
6X8=48

Cara C
6X8=48

Total: 136 cubos.

A continuación es necesario restar las intersecciones de dos filas, pues son cubos que se han contado dos veces:

A(B = 5 cubos

A(C = 5 cubos

B(C = 2 cubos

Total: 12 cubos

A continuación hay que tener en cuenta que las dobles intersecciones se han restado dos veces, por lo que hemos de sumar los cubos correspondientes:

A(B(C = 1 cubo

En definitiva, en el cubo grande hay 136 - 12 + 1 = 125 cubos pequeños de color negro.

Entonces, el número de cubos pequeños de color blanco será:

83 – 125 = 512 – 125 = 387 cubos.

Si quitamos una capa de cada cara del cubo grande nos quedará de la forma: 
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PROBLEMA  4
Numera de 1 a 8 los vértices y los lados de un cuadrado, de manera que los cuatro números que se obtienen al sumar el número correspondiente a cada lado más los dos de sus extremos sean siempre iguales.
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Solución:
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A partir de la figura tenemos

a + b + c = x

c + d + e = x

e + f + g = x

g + h + a = x

Sumando obtenemos

2(a+c+e+g)+b+d+f+h = 4x

Por otro lado, a+b+c+d+e+f+g+h es la suma, en algún orden, de los números del 1 al 8, y por tanto, es igual a 36.

Entonces

a + c + e + g + a + c + e + g + b + d + f + h = 4x

a + c + e + g + 36 = 4x

Como a+c+e+g es la suma de cuatro números entre 1 y 8, entonces resulta que

1 + 2 + 3 + 4 ( a + c + e + g ( 5 + 6 + 7 + 8

O sea,

10 ( a + c + e + g ( 26

y por lo tanto,

10 ( 4x - 36 ( 26

Como 4x - 36 es múltiplo de 4, puede tomar los valores 12, 16, 20 o 24.

Los posibles valores de x son, respectivamente, 12, 13, 14 o 15.

Observamos, también, que

a + b + c + d + e + f + g + h = x + d + x + h = 2x + d + h

y

a + b + c + d + e + f + g + h = b + x + f + x = 2x + b + f

de forma que

b + f = d + h

Algunas formas de obtener numeraciones como las que pide el problema (no son las únicas posibles):

Para x = 12, a + c + e + g = 12 



Para x = 13, a + c + e + g = 16

      b + d + f + h = 24 






      b + d + f + h = 20



Para x = 14, a + c + e + g = 20




Para x = 15, a + c + e + g = 24



     b + d + f + h = 16 







     b + d + f + h = 12


PROBLEMA  5
Sea N el número que resulta de escribir los números enteros de 1 a 1000 en forma consecutiva (123456789101112...). Halla la suma de las cifras de N.
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Números

Solución:

Si escribimos todos los números del 0 al 999 usando 3 cifras completando con ceros a la izquierda de los de una y dos cifras, hemos escrito en total 103 números, o sea, 3·103 dígitos.

En este proceso se utiliza la misma cantidad de veces cada dígito, por lo que cada dígito aparecerá 3·103/10 = 3·102 veces.

Si sumamos todos los dígitos escritos obtenemos

3·102·0 + 3·102·1 + 3·102·2 + 3·102·3 + 3·102·4 + 3·102·5 + 3·102·6 + 3·102·7 + +3·102·8 + 3·102·9 = 3·102 ·(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9) = 3·102·45 = 13500

Esta suma coincide con la suma de los dígitos del número que resulta de escribir los enteros del 1 al 999 de manera consecutiva. Entonces la suma de las cifras de N es

13500 + 1 = 13501.

PROBLEMA  6
Ana tiene que escribir un trabajo de n páginas. El lunes escribe la mitad del trabajo. El martes la tercera parte de lo que le falta; el miércoles la cuarta parte del resto y el jueves la quinta parte de lo que le queda por hacer. El viernes decide acabar el trabajo y observa que le quedan menos de 15 páginas para acabarlo.

Si todos los días ha escrito un número entero de páginas, ¿cuantas páginas tenía el trabajo y cuantas hizo el viernes?
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Solución:
Día
Hizo
Le  faltan

Lunes
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Miércoles
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Jueves
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Viernes
V<15
0

Entonces,

n = 
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Por lo tanto

V=
[image: image30.wmf]n
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Como todos los días hizo una cantidad entera de páginas, n ha de ser múltiplo de 6, 12 y 20.

Por tanto, n es múltiplo de mcm(6, 12, 20) = 60.

Si n = 60ª, entonces V=12ª.

Pero como sabíamos que V<15, entonces a = 1.

El trabajo tenía 60 páginas, y el viernes hizo 12.
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