 XI  Olimpiada  Matemática

Castellón  1999/2000


CATEGORÍA  14 - 16  AÑOS

CUESTIÓN  1:
EL TRANSPORTE DE LAS VACACIONES

Seis amigos quieren pasar sus vacaciones juntos y deciden, cada dos, utilizar diferentes medios de transporte; sabemos que Alejandro no utiliza el coche ya que éste acompaña a Benito que no va en avión. Andrés viaja en avión. Si Carlos no va acompañado de Dario ni utiliza el avión, ¿en qué medio de transporte llega Tomás a su destino? 
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Ingenio

Solución: 

En coche.

CUESTIÓN  2:
¡MENUDO PRODUCTO!
Encuentra dos números de tres dígitos tal que su producto sea 555555.
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Números

Solución:

Si factorizamos se tiene que 555555 = 3·5·7·11·13·37

Hemos de agrupar en dos grupos los factores, de manera que en cada grupo el producto sea menor que 1000.
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  entonces en el grupo del 37 podemos poner 3 o 5 o 7 o 11 o 13 o 3 y 5 o 3 y 7. El mayor producto se obtiene con 3 y 7, es decir,
3·7·37 = 777

En el otro grupo quedan 5, 11 y 13, es decir, 5·11·13 = 715
CUESTIÓN  3:
LA CIFRA DE LAS UNIDADES

¿Cuál es la cifra de las unidades del número [ (874597)5 - (365645)4 ] · (8931)7?
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Números

Solución:

Tomamos la última cifra del número 874597, que es 7, y calculamos 75 que acaba en 7.

Cualquier potencia de un número terminado en 5, acaba en 5.

Cualquier potencia de un número terminado en 1, acaba en 1.

La cifra buscada de las unidades es, por tanto, (7-5)·1=2.

CUESTIÓN  4:
DIAGONALES DEL CUBO

¿Cuántos grados mide el ángulo que forman las dos diagonales de las caras del cubo? 
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XI olimpiada Cuadernillo 4 Categoría 14-16 año 99-00

Fase Autonómica Valencia año 1999 Categoría 14-16 Prueba por equipos

Geometría

Solución:

60°, basta observar de que se trata de un triángulo equilátero ABC trazando la diagonal BC de la otra cara. 

CUESTIÓN  5:
SEGMENTOS EN UNA TRAMA

En una trama 3 x 3 se pueden trazar segmentos de varias longitudes distintas, con los extremos en los puntos de la trama. Encuentra todas las longitudes posibles.
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Geometría

Solución:

Podemos construir la siguiente tabla donde están todas las distancias:

1
2
3
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CUESTIÓN  6:
LOS DOS CUADRADOS


A una circunferencia pueden inscribirse y circunscribirse cuadrados como muestra la figura adjunta. Sabiendo que el área del cuadrado inscrito es de cuatro unidades de superfície, ¿cuál es el área del cuadrado mayor? Justifica la respuesta.
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Geometría

Solución:
En lugar de inscribir el cuadrado como mostraba la figura anterior, hagámoslo girar 45 hasta la posición que muestra la figura siguiente. 


[image: image10.png]



Se observa que el área del cuadrado mayor es el doble que la del inscrito; es decir, 8 unidades. 

CUESTIÓN  7:
EL RECTANGULO SOMBREADO


Se dibuja un rectángulo en papel cuadriculado y se sombrean las casillas de su contorno por el interior. El número de casillas sombreadas será menor, igual o mayor que el número de casillas blancas del interior. ¿Será posible dibujar un rectángulo de proporciones tales que el borde (de una casilla de anchura) contenga un número igual de cuadros que el rectángulo blanco interior? De ser así, encuentra todas las soluciones.
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Números

Solución:

Si llamamos m y n a las dimensiones del rectángulo, el número de casillas sombreadas del contorno por el interior será de 2m+2n - 4. Este contorno deja en su interior un número de casillas que será de (m-2)(n-2). Entonces, la relación que se ha de cumplir será : 2m+2n - 4 = (m-2)(n-2)

Operando, resulta que mn - 4m - 4n + 8 = 0, o sea, m(n-4) = 4n – 8

Y por tanto, m = 
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Éso implica que para obtener un par de valores enteros que sean solución del problema, el denominador que hay en el segundo miembro ha de ser divisor de 8, o sea, que debe ser un número del conjunto {1, 2, 4, 8}

Si n - 4 = 1 ( n = 5 y m = 12

Si n - 4 = 2 ( n = 6 y m = 8

Si n - 4 = 4 ( n = 8 y m = 6

Si n - 4 = 8 ( n = 12 y m = 5

Entonces, hay dos posibles soluciones al problema: las dimensiones del rectángulo pueden ser 5 x 12 o 6 x 8.

CUESTIÓN  8:
LA MOSCA CAPRICHOSA

Colocamos sobre la mesa 25 monedas iguales en la siguiente posición:

O O O O O

O O O O O

O O O O O

O O O O O

O O O O O
Una mosca se posa sobre una de ellas (la indicada). Se le ocurre hacer un paseo por las 25 monedas, pasando de una moneda a otra horizontal y verticalmente y sin pasar dos veces por la misma moneda. ¿Lo podrá hacer?. ¿Qué itinerario sería el adecuado para cada moneda en la que se puede posar?
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Ingenio

Solución:

Son muchas 25 monedas. Vamos a probar con menos, por ejemplo, con 2x2=4 monedas. Así: 

O O

O O

Es obvio que se pose donde se pose, la mosca tiene el camino bien fácil. 
Probemos con 3x3=9 monedas. Así: 


O O O

O O O

O O O

Si la mosca se posa en una esquina también lo tiene fácil. Si se posa en el centro, también. Pero si se posa en cualquier otra moneda lo tiene imposible. 
Así, en el caso de 3x3=9 monedas, a veces se puede hacer el paseo, y otras no. 
¿Por qué ocurre ésto? 
Señalemos los centros de las monedas con coordenadas: 

(-1,1) (0,1) (1,1)

(-1,0) (0,0) (1,0)

(-1,-1) (0,-1) (1,-1)

Es curioso ¡los puntos desde los que el paseo no se puede hacer son (0,1), (1,0), (0,-1), (-1,0)! En ellos, la suma de las coordenadas es impar. En los restantes, la suma de las coordenadas es par. Llamaremos pares a estos vértices y, a los otros, impares. 
Hay cuatro vértices impares y cinco pares. El paseo de la mosca, empezando por un vértice impar, sería: 

Impar Par Impar Par ...

Si terminase en impar, habría más vértices impares que pares. Si terminase en par, habría igual número de las dos clases. Ambas cosas son falsas. ¡La mosca no puede hacer el paseo saliendo de un vértice impar! 
Esto da luz más que suficiente para tratar el caso de 5x5 monedas. El camino en los casos en los que se puede hacer se encuentra fácilmente.

CUESTIÓN  9:
AÑO 1999


Encuentra dos enteros positivos m y n tales que 1999 + n2 = m2
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Números

Solución:

Buscaremos las soluciones enteras positivas de la ecuación 1999 = m2 - n2
Si factorizamos el segundo miembro resulta 1999 = (m-n)(m+n)

El número 1999 es primo, y m+n es positivo, entonces ha de ser 

m - n = 1

m + n = 1999

De la primera ecuación tenemos que  m = n + 1, y sustituyendo en la segunda,

n + 1 + n = 1999.

Entonces,

2n = 1998

n = 
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 = 999

y, por tanto,

m = 1000

CUESTIÓN  10:
CIRCULOS SECANTES

Los circulos C i C’ tienen el mismo radio R, y el centro de uno pertenece a la circunferencia del otro. ¿Cuál es el perímetro de la superfície sombreada?

C





C´
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Geometría

Solución:
Los puntos de intersección de las circunferencias forman con el centro de cadauna un ángulo de 120º, o sea, 
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 y el perímetro pedido será el doble.

CUESTIÓN  11:
LAS ALTURAS


Se ha medido la altura de 20 estudiantes de 4º de ESO obteniéndose los siguientes datos:

1.82
1.72
1.75
1.62
1.67
1.69
1.66
1.91
1.83
1.73

1.80
1.77
1.68
1.76
1.69
1.75
1.70
1.74
1.68
1.78

Elabora un gráfico que los represente.

XI olimpiada Cuadernillo 4 Categoría 14-16 año 99-00

Fase Autonómica Valencia año 1999 Categoría 14-16 Prueba por equipos

Gráficas

Solución:

Cualquiera de las dos representaciones siguientes es válida:
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La gráfica de la primera fila corresponde a una distribución del rango en rectángulos de 0.04 cm. de anchura, mientras que la de la segunda fila corresponde a rectángulos de 0.05 cm. de anchura. En el primer caso agruparíamos la distribución en 9 intervalos, mientras que en el segundo caso sería en 7 intervalos de clase. 

CUESTIÓN  12:
ORDENANDO PALABRAS


Se forman todas las palabras de 5 letras que usan las 5 letras de la palabra OPTAR (por ejemplo, OATRP, PROTA, POTRA, etc.) y se escriben en ordre alfabético. ¿Qué palabra ocupa el lugar nº 116?

XI olimpiada Cuadernillo 4 Categoría 14-16 año 99-00

Fase Autonómica Valencia año 1999 Categoría 14-16 Prueba por equipos

Ingenio

Solución:

Con las letras de la palabra OPTAR se pueden formar 5·4·3·2·1 = 120 palabras. En orden alfabético, después de la 116ª palabra habrá sólo 4 palabras más.

Posición
120
119
118
117
116

Palabra
TRPOA
TRPAO
TROPA
TROAP
TRAPO

La palabra que ocupa el lugar 116 es TRAPO.

 CUESTIÓN  13:
EL DADO TRUCADO

En un dado no equilibrado, la probabilidad de obtener un número cuando se lanza el dado es proporcional a este número (por ejemplo, 4 tiene el doble de probabilidades de salir que el dos). Encuentra la probabilidad de:

a.- Sacaer número par.

b.- Sacar un número primo.

c.- Sacar un número menor que tres.
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Probabilidad

Solución:

Sea P(1)=p. Entonces, P(2) = 2p, P(3) = 3p, P(4) = 4p, P(5) = 5p y P(6) = 6p. Como la suma de las probabilidades debe ser 1, se tiene que p + 2p + 3p + 4p + 5p + 6p = 1, de donde p = 1/21. Las probabilidades serán:

Xi
1
2
3
4
5
6

P(X=xi)
1/21
2/21
1/7
4/21
5/21
2/7

a) P(par) = 4/7


b) P(primo) = 11/21

c) P(x<3) = 1/7

CUESTIÓN  14:
DEL 0 AL 9


Colocad un dígito en cada casilla de manera que el número de la primera casilla indique la cantidad de ceros del total de casillas, la de la segunda la cantidad de unos, la de la tercera la cantidad de doses,..., la de la décima la cantidad de nueves.












0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

Nota: Los números de cada casilla únicamente sirven para indicar la cifra que estamos contando, pero no intervendrán en el recuento.
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Números

Solución:

6
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