PROBLEMA 1. VALORES NUMÉRICOS.

El sistema dado es equivalente al siguiente:
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La desigualdad 
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 tiene una única solución respecto a x solamente cuando el discriminante del trinomio es igual a cero. Es decir,
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Operando
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de aquí
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Si a = 3, entonces
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de donde

x = -2

y = 1.

Si a = -1, entonces

x2 = 0

de donde

 x = 0

y = -1

PROBLEMA  2. BASES DE NUMERACIÓN.

Se tiene que
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Calculando el valor de los dos miembros de la expresión anterior
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de donde
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La base es 12.

PROBLEMA  3. SUMA NUMÉRICA.

Designemos  la suma buscada por S20. Transformemos los términos de esta suma empleando la fórmula para la suma de los términos de una progresión geométrica, de la siguiente forma:
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Sumando los segundos miembros de las igualdades, tendremos
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PROBLEMA  4. DIAGONALES DE UN CUADRADO.
a)
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Por otra parte
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El mismo razonamiento se aplica al resto de lados del polígono EFGHIJKL y, por tanto, todos son iguales.

Además sus ángulos valen 135º pues son suplementarios de ángulos iguales de 45º en los triángulos ALE, BFG, CHI y DJK.

Luego es un octógono regular.

b)
El área de la superficie sombreada es igual al doble de la diferencia entre el cuadrado y el semicírculo de radio OA. Por tanto:
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PROBLEMA  5. LAS ORILLAS DE UN RÍO.
Hallamos para cada suma de las puntuaciones de los dados los distintos casos que pueden darse y su probabilidad.

La mejor colocación de las fichas será

	Suma
	Casos favorables
	Probabilidad
	Nº Fichas

P * 12
	Número

de fichas

	1
	-
	0
	0
	0

	2
	1+1
	1/36
	0.33
	0

	3
	1+2, 2+1
	2/36
	0.66
	1

	4
	1+3, 3+1, 2+2
	3/36
	1
	1

	5
	1+4, 4+1, 2+3, 3+2
	4/36
	1.33
	1

	6
	1+5, 5+1, 2+4,

4+2, 3+3
	5/36
	1.66
	2

	7
	1+6, 6+1, 2+5, 5+2,

3+4, 4+3
	6/36
	2
	2

	8
	2+6, 6+2, 3+5,

5+3, 4+4
	5/36
	1.66
	2

	9
	3+6, 6+3, 4+5, 5+4
	4/36
	1.33
	1

	10
	4+6, 6+4, 5+5
	3/36
	1
	1

	11
	5+6, 6+5
	2/36
	0.66
	1

	12
	6+6
	1/36
	0.33
	0


PROBLEMA  6. CIFRAS NUMÉRICAS.
Sea N = abcd el número buscado.

Solamente hay dos múltiplos de 99 comprendidos entre 1000 y 1200:

99 x 11 = 1089






99 x 12 = 1188

La única forma de escribir 53 como suma de 2 cuadrados es
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Luego tenemos que
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o bien
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La única forma de escribir 45 como suma de 2 cuadrados es
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Luego tenemos que
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o bien
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Emparejando las soluciones se obtienen números que al invertir sus cifras y restarlos sólo en un caso se obtiene uno de los múltiplos de 99 posibles y es:

 a = 3

c = 6

b = 7

d = 2

Luego el número buscado es N = 3762.

PROBLEMA  7. FIGURA SOMBREADA.
Sea ( el área del hexágono AMBPCN. Sea ( el área del sector circular NCP y sea S el área de la parte sombreada que pretendemos calcular. Se cumple que:   3( = ( + S.
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Ahora bien, ( = 
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 (corresponde a un ángulo central de 120º, es la tercera parte del área del círculo). Además, ( = 6.A, siendo A el área del triángulo equilátero de lado 10.
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Por el teorema de Pitágoras, 
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Luego:   A = 
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Por tanto:   ( = 
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Luego:  3 ( = ( + S ( S = 3 ( ( ( = 
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Cálculo del perímetro:

Se observa, por simetría respecto de la recta MN, que el arco MON es igual al arco MAN. De la misma forma, llegamos a que arco NOP = arco NCP y arco POM = arco PBM. Por tanto, el perímetro de la parte sombreada coincide con el perímetro del círculo, es decir, con la longitud de la circunferencia

P = 2 ( 10 = 20 ( ( 62’83 cm.

PROBLEMA  8. CUADRADOS BLANCOS Y NEGROS.
Examinando casos particulares (de anchura 1, 3, 5, 7, 9, etc), podemos construir la siguiente tabla:

	Anchura
	1
	3
	5
	7

	Nº cuadrados 
	1
	5
	13
	25
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El término n de la anchura es 2n+1. Para hallar el término n del Nº de cuadrados, tenemos en cuenta lo siguiente:

En una figura de anchura 9 hay 

1+3+5+7+9+7+5+3+1 cuadrados.

O sea:  2 (1+3+5+7) + 9   cuadrados.

Por tanto, 

en una figura de anchura 2n(1, hay 

2 (1+3+5+...+(2n(3)) + (2n(1) = 

= 2 
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Si a la anchura de la figura la llamamos N=2n(1, despejando obtenemos n=
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. Por lo tanto, sustituyendo en la expresión anterior, obtenemos:  

2n2 (2n +1 =  =2
[image: image28.wmf](

)

2

1

N

1

2

1

N

2

4

1

N

2

2

+

=

+

+

-

+

.

Es decir, en una figura de anchura N hay 
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 cuadrados. Por lo tanto, en una figura de anchura N=99 hay 
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PROBLEMA  9. ARISTAS DEL CUBO.

Sea a la longitud de la arista del nuevo sólido obtenido. Sea x la longitud de la parte de arista que seccionamos del cubo. Observamos en la figura que:   a + 2 x = 1.

Se cumple además que el triángulo determinado por la sección y las dos aristas del cubo que concurren en el vértice es a la vez rectángulo e isósceles. Por tanto, aplicando el teorema de Pitágoras, obtenemos:
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Sustituyendo en la expresión a + 2 x = 1, obtenemos:
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Por lo tanto, despejando y racionalizando:
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El número de aristas del nuevo sólido es igual a 3(8 (de los vértices del cubo) más 12 (de las aristas del cubo), es decir, 3(8+12=36.

Por tanto, el perímetro del nuevo sólido es:   P = 36(
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PROBLEMA  10. ESTRELLA.
Por las condiciones del problema, si llamamos x a la suma de los cuatro números situados en cada lado de la estrella, deben cumplirse las siguientes igualdades:

[image: image82.png]



a + b + c + d = x

e + f + g + h = x

e + j + b + i = x

i + c + k + h = x

d + k + g + l = x

a + j + f + l = x

_____________________
Sumando las seis igualdades:         2 (a + b + c + d + e + f + g + h + i + j + k + l) = 6 x

De donde:
a + b + c + d + e + f + g + h + i + j + k + l = 3 x.

Ahora bien, la suma    a + b + c + d + e + f + g + h + i + j + k + l    debe ser igual, aunque posiblemente en orden distinto, a la suma de los doce primeros números naturales, es decir, debe cumplirse (utilizando el método de Gauss para sumar sucesiones aritméticas):

a+b+c+d+e+f+g+h+i+j+k+l = 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12 = 
[image: image35.wmf]12

2

12

1

×

+


En consecuencia, debe ser: 
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= 3 x  (  13 ( 6 = 3 x  (  x = 26.

La suma de cada lado de la estrella debe ser igual a 26. Se trata, pues, de buscar grupos de cuatro números comprendidos entre 1 y 12, que sumen 26. Para ello utilizaremos las propiedades de simetría en la suma de los 12 primeros:



1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11 + 12

Así obtenemos las siguientes sumas posibles para cada lado de la estrella:

	1+2+11+12
	2+3+10+11
	3+4+9+10
	4+5+8+9
	5+6+7+8

	1+3+10+12
	2+4+9+11
	3+5+8+10
	4+6+7+9
	

	1+4+9+12
	2+5+8+11
	3+6+7+10
	
	

	1+5+8+12
	2+6+7+11
	
	
	

	1+6+7+12
	
	
	
	


También podemos obtener sumas iguales a 26 de forma no simétrica:

	1+4+10+11
	2+3+9+12
	3+4+7+12
	4+5+6+11

	1+5+9+11
	2+4+8+12
	3+4+8+11
	4+5+7+10

	1+6+8+11
	2+5+7+12
	3+5+6+12
	

	1+6+9+10
	2+5+9+10
	3+5+7+11
	

	1+7+8+10
	2+6+8+10
	3+6+8+9
	

	
	2+7+8+9
	
	


Por último, hay que combinar algunas de estas 33 sumas posibles para obtener soluciones, como por ejemplo, la que se muestra en la figura siguiente:

[image: image83.png]



PROBLEMA  11. MANZANAS.
Sea x = nº de manzanas que tenía Ana inicialmente. Entonces:

1ª venta  (   
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2ª venta  (   
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3ª venta  (   
[image: image39.wmf]8

1

x

2

1

4

1

x

2

1

x

x

2

1

+

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-


4ª venta  (   
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Y así sucesivamente. Sea n el número de ventas realizadas. Entonces, el número total de manzanas vendidas es igual a:
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Como 
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, despejando resulta:  
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Como, por otra parte, se vendieron todas las manzanas, debe ser:
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Quitando paréntesis y simplificando, queda:  
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Como efectuó no menos de cuatro ventas, debe ser n ( 4 y como empezó la jornada con menos de 100 manzanas, debe ser x ( 100. Entonces:

· Si n=4, se cumple que x=
[image: image48.wmf]15
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· Si n=5, se cumple que x=
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· Si n=6, se cumple que x=
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· Si n=7, se cumple que x=
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. Solución no válida.

Por lo tanto, hay cuatro posibles soluciones del problema:

	n=4
	x=15
	En la primera casa vendió 8 manzanas; en la segunda 4; en la tercera 2 y en la cuarta 1.

	n=5
	x=31
	En la primera casa vendió 16 manzanas; en la segunda 8; en la tercera 4; en la cuarta 2 y en la quinta 1.

	n=6
	x=63
	En la primera casa vendió 32 manzanas; en la segunda 16; en la tercera 8; en la cuarta 4; en la quinta 2 y en la sexta 1.


PROBLEMA  13. EUROS.

Sean D, V y C las cantidades de billetes de 10, 20 y 50 respectivamente que tiene Mireia.

Entonces,

D + V + C = 20

10D + 20V + 50C = 500

Sabemos que C<10, pues 50·10 = 500 y Rosa tiene billetes de los tres tipos.

También sabemos que C ( 2 porque Rosa tiene billetes de los tres tipos y más billetes de 50 que de 10.

Si C = 2, los otros 18 billetes han de sumar 400, pero 
[image: image52.wmf]18
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>20. Imposible.

Si C = 3, sucede lo mismo, porque los otros 17 billetes han de sumar 350 y 
[image: image53.wmf]17

350

 > 20.

Si C = 4, D puede ser 1, 2 o 3 y V será respectivamente 15, 14 o 13.

10 + 15·20 + 4·50 = 510 ( 500

2·10 + 14·20 + 4·50 = 500

3·10 + 13·20 + 4·50 = 490 ( 500

En este caso obtenemos la solución D = 2, V = 14 y C = 4.

Si C = 5, D puede ser como máximo 4. Los restantes 11 billetes deben sumar como máximo 210, pero 
[image: image54.wmf]11
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<20. Imposible.

Si C = 6, D puede ser como máximo 5. Los restantes 9 billetes deben sumar como máximo 150, pero 
[image: image55.wmf]9
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<20. Imposible.

Si C = 7, D puede ser como máximo 6, y los restantes 7 billetes sumarán como mucho 90. Pero 
[image: image56.wmf]7
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<20. Imposible.

Si C = 8, los restantres 12 billetes han de sumar 100, pero 
[image: image57.wmf]12

100

<10. Imposible.

Si C = 9, los restantes 11 billetes han de sumar 50, pero 
[image: image58.wmf]11
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<10. Imposible.

Luego Rosa tiene 2 billetes de 10 euros, 14 de 20 euros y 4 de 50 euros.

PROBLEMA  14. TRIANGULO ISOSCELES.
Sea ( = 
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 = 2(   porque ABC es isósceles.


[image: image63.wmf]C
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 = 2(   porque BDC és isósceles.

La suma de los ángulos interiores del triángulo BDC es

( + 2( + 2( = 5(,

por tanto

5( = 180º

( = 36º

El triángulo ABC tiene dos ángulos iguales a 2(, por tanto el tercer ángulo ha de ser (.
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ˆ

 = ( = 36º.

PROBLEMA  15. CUBOS BLANCOS Y NEGROS.
[image: image84.png]


       Designando por A, B y C las tres caras del cubo visibles, entonces el número de cubos pequeños negros que hay se calcula de la siguiente manera:

El número de cubos negros que hay en cada fila de cada cara es:

Cara A
5X8=40

Cara B
6X8=48

Cara C
6X8=48

Total: 136 cubos.

A continuación es necesario restar las intersecciones de dos filas, pues son cubos que se han contado dos veces:

A(B = 5 cubos

A(C = 5 cubos

B(C = 2 cubos

Total: 12 cubos

A continuación hay que tener en cuenta que las dobles intersecciones se han restado dos veces, por lo que hemos de sumar los cubos correspondientes:

A(B(C = 1 cubo

En definitiva, en el cubo grande hay 136 - 12 + 1 = 125 cubos pequeños de color negro.

Entonces, el número de cubos pequeños de color blanco será:

83 – 125 = 512 – 125 = 387 cubos.

Si quitamos una capa de cada cara del cubo grande nos quedará de la forma: 


PROBLEMA  16. SUMAS IGUALES.

A partir de la figura tenemos

a + b + c = x

c + d + e = x

e + f + g = x

g + h + a = x

Sumando obtenemos

2(a+c+e+g)+b+d+f+h = 4x

Por otro lado, a+b+c+d+e+f+g+h es la suma, en algún orden, de los números del 1 al 8, y por tanto, es igual a 36.

Entonces

a + c + e + g + a + c + e + g + b + d + f + h = 4x

a + c + e + g + 36 = 4x

Como a+c+e+g es la suma de cuatro números entre 1 y 8, entonces resulta que

1 + 2 + 3 + 4 ( a + c + e + g ( 5 + 6 + 7 + 8

O sea,

10 ( a + c + e + g ( 26

y por lo tanto,

10 ( 4x - 36 ( 26

Como 4x - 36 es múltiplo de 4, puede tomar los valores 12, 16, 20 o 24.

Los posibles valores de x son, respectivamente, 12, 13, 14 o 15.

Observamos, también, que

a + b + c + d + e + f + g + h = x + d + x + h = 2x + d + h

y

a + b + c + d + e + f + g + h = b + x + f + x = 2x + b + f

de forma que

b + f = d + h

Algunas formas de obtener numeraciones como las que pide el problema (no son las únicas posibles):

Para x = 12, a + c + e + g = 12 



Para x = 13, a + c + e + g = 16

      b + d + f + h = 24 






      b + d + f + h = 20



Para x = 14, a + c + e + g = 20

Para x = 15, a + c + e + g = 24



     b + d + f + h = 16 



     b + d + f + h = 12


PROBLEMA  17. SUMA DE CIFRAS.

Si escribimos todos los números del 0 al 999 usando 3 cifras completando con ceros a la izquierda de los de una y dos cifras, hemos escrito en total 103 números, o sea, 3·103 dígitos.

En este proceso se utiliza la misma cantidad de veces cada dígito, por lo que cada dígito aparecerá 3·103/10 = 3·102 veces.

Si sumamos todos los dígitos escritos obtenemos

3·102·0 + 3·102·1 + 3·102·2 + 3·102·3 + 3·102·4 + 3·102·5 + 3·102·6 + 3·102·7 + +3·102·8 + 3·102·9 = 3·102 ·(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9) = 3·102·45 = 13500

Esta suma coincide con la suma de los dígitos del número que resulta de escribir los enteros del 1 al 999 de manera consecutiva, faltando sólo el1000. Entonces la suma de las cifras de N es

13500 + 1 = 13501.

PROBLEMA  18. TRABAJO DE ANA.
	Día
	Hizo
	Le  faltan

	Lunes
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	Miércoles
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	Jueves
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	Viernes
	V<15
	0


Entonces,

n = 
[image: image73.wmf]2

n

+
[image: image74.wmf]6

n

+
[image: image75.wmf]12

n

+
[image: image76.wmf]20

n

+V

n=
[image: image77.wmf]60

48

n

+V


Por lo tanto

V=
[image: image78.wmf]n

5

1


Como todos los días hizo una cantidad entera de páginas, n ha de ser múltiplo de 6, 12 y 20.

Por tanto, n es múltiplo de mcm(6, 12, 20) = 60.

Si n = 60ª, entonces V=12ª.

Pero como sabíamos que V<15, entonces a = 1.

El trabajo tenía 60 páginas, y el viernes hizo 12.
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