Taller de Investigación matemática
El afán del profesorado en avanzar hacia unos instrumentos adecuados para que nuestros alumnos alcancen los mayores niveles de competencia matemática nos ha llevado a preguntarnos cómo han evolucionado los talleres de ciencias, y en particular los de matemáticas, como el que vamos a protagonizar.
La  experiencia en el grupo de matemáticas del MUDIC-vbs (Museo Didáctico e Interactivo de Ciencias de la Vega Baja del Segura), en  el que hemos diseñado diferentes talleres para escolares, así como la participación en certámenes y nuestra propia actividad docente nos ha llevado a preguntarnos por las diferentes estrategias utilizadas en los talleres de ciencias y el siguiente paso a dar en su desarrollo.
Hemos dividido el taller en dos partes:

1. Reflexiones sobre los talleres de matemáticas.

2. Un ejemplo práctico de taller de investigación matemática.

En esta primera parte realizaremos una clasificación de los talleres de matemáticas y sus características y la acompañaremos de ejemplos de actividades que las ilustren.
	Tipo de taller
	Ejemplo de actividad
	Se centra en…
	Aprendizaje colaborativo
	Motivación

	Taller-conferencia activa.
	Lo que estamos haciendo.
	Conferenciante.
	Nulo.
	Depende del conferenciante y el tema.

 Motivación baja para el alumnado.

	Taller-feria.
	Matemagia.
	Conferenciante
	Bajo.
	Depende del conferenciante y que la actividad sea sorprendente.

Motivación media para el alumnado.

	Taller interactivo.
	Matemagia.
Teselaciones.

Itinerarios matemáticos.
	Conferenciante y asistentes.
	Medio.
	Actividades sencillas que todos pueden realizar y analizar individualmente y en grupo.
Motivación alta para el alumnado.

	Taller de investigación.
	Una escalera al cielo.
	Los asistentes.
	Alto.
	Un reto a resolver en grupo con la menor intervención posible del conferenciante.
Motivación alta para el alumnado.


A continuación veremos dos ejemplos de actividad de Matemagia con cartas para ilustrar el segundo y tercer tipo de taller.
JUEGO DE CARTAS APLICANDO EL PRINCIPIO DE GILBREATH.
Presentaremos  un juego de cartas que puede ser usado en clase de matemáticas de diferentes niveles. En algunos casos como mero elemento de motivación, y en otros proponiendo pequeños ejemplos de investigación y de resolución de problemas.

La relación de los matemáticos con las cartas y con el juego es de sobra conocida por todos. Tanto los magos como los matemáticos están motivados por el sentido de sorpresa que representa lo desconocido. Los magos muestran tales hechos sorprendentes mientras los matemáticos tratan de explicarlos. 

Durante el siglo XX se han descubierto numerosos principios matemáticos que pueden aplicarse a los juegos de cartas. El matemático y mago amateur Norman Gilbreath fue el primero en publicar la idea subyacente que vamos aplicar en este juego de cartas, que fue ampliamente divulgado por Martin Gardner, el mayor divulgador de las matemáticas recreativas de nuestro tiempo.

“Cuando se mezcla una serie repetida de cartas consigo misma, pero uno de los montones se coloca en orden inverso, el contenido de cada grupo en la serie no cambia, solo cambia de orden” Charles Hudson (1966)

El principio de Gilbreath admite múltiples variaciones interesantes, y son conocidos más de 100 juegos de cartas basados en el. Sus aplicaciones son útiles  en otros campos tales como la computación.
Desarrollo de la actividad:

1) MATERIALES.-
 Disponemos una baraja de naipes para cada asistente y material para hacer anotaciones.

2) HOJA DE RUTA.-
 Pediremos dos voluntarios que colaboraran realizando las mezclas. Una vez realizado el juego ofreceremos a los participantes en el taller una baraja de cartas para que  estos puedan practicarlo.
Por otro lado, es interesante resaltar, que nuestros alumnos sienten cierta debilidad por las cartas y este tipo de presentación poco convencional les mantiene atentos en clase. Las pistas que se van ofreciendo durante la realización del juego suele producir un efecto mágico sobre los estudiantes y les motiva a realizar pequeñas investigaciones sobre conceptos matemáticos diversos.

JUEGO DE LAS TRES CARTAS.
Este es más sencillo de realizar que el anterior y nos permitirá que los asistentes puedan formar grupos y colaborar en descubrir que relaciones matemáticas se producen y como podemos buscar otras variantes.
Desarrollo de la actividad:

1) MATERIALES.- Disponemos de tres naipes para cada asistente y material para hacer anotaciones.

2) HOJA DE RUTA.- 

Se elige uno de los naipes (el que desee cada uno) y se coloca sobre los otros dos. Cada asistente escoge el número asociado a su nombre (por ejemplo: para INÉS será el cuatro, por el número de letras que lo componen). 
Se pasan, de forma teatral, las cartas debajo tres veces el número de cada asistente y una vez el del ponente que debe ser con un nombre de cuatro letras.
Todos tendrán su carta elegida en último lugar y finalizaremos eliminando las demás cartas y quedándonos con la que cada uno ha elegido.
Se distribuyen los asistentes por grupos para colaborar en descubrir que ha ocurrido, en definitiva para encontrar que el juego está relacionado con la progresión 4+3n. A partir de aquí  se pueden plantear otras preguntas como:
¿Qué tendríamos que hacer para realizar la actividad con más cartas? ¿En qué interviene el nombre del ponente?...
Taller de Investigación
A la hora de elegir el taller de investigación a realizar hay que tener en cuenta que debe ser manipulativo y en general el trabajo debe realizarse en grupo, compartiendo tareas e ideas. Además de esto, es necesario tener en cuenta el público al que va a estar dirigido, los materiales necesarios para su realización y el tiempo de que se dispone. 

Dado el tiempo de que se dispone y la dificultad, superior a los otros tipos de talleres, debemos delimitar el reto al máximo dando las condiciones iniciales sobre el objetivo a conseguir, ideas previas, y materiales disponibles. Hay que procurar que no se descuelgue ningún grupo. Por otro lado el carácter del problema suele hacer que durante el proceso o al final del mismo los alumnos planteen dudas o nuevas preguntas cambiando o añadiendo condiciones iniciales  que generalicen el problema, abriendo así un nuevo objetivo para estudio particular. 

La mayor complejidad de este tipo de talleres reside en cuánto, cuándo y cómo debe intervenir el ponente. 

Es interesante tanto el proceso como encontrar el resultado, por lo que si algún grupo no alcanza un resultado no supondrá un fracaso en el aprendizaje. 

En el siguiente Taller hay cierta complejidad y fue realizado con los alumnos de 1º en el tema de Sucesiones. Se necesitaron tres sesiones para terminarlo.  
Escalera hacia el cielo 

 [image: image12.jpg]


1) PREGUNTA OBJETIVO.- ¿Es posible formar una escalera que permita unir dos puntos separados horizontalmente y a distinta altura simplemente colocando peldaños uno sobre otro sin ningún tipo de adherente? 

2) MATERIALES.- Disponemos de los peldaños rectangulares, iguales, de longitud L, peso P y grosor a conveniencia.

3) HOJA DE RUTA.-

a) Formación de grupos y reparto de peldaños.

b) Práctica 1. ¿Qué ocurre si formamos una escalera convencional en la que cada nuevo peldaño tiene el mismo desplazamiento respecto el anterior? (Se desmorona)

c) Clave 1. ¿Qué ha de ocurrir para que la escalera se mantenga sola? Condición de equilibrio. (Centro de gravedad)

Conclusión: La clave para que una escalera formada así se mantenga es que el centro de gravedad G de la estructura no salga nunca del primer peldaño. 

d) Clave 2. Pero, ¿es esto posible? Está claro que cada vez que añadamos un nuevo peldaño el centro de gravedad se desplazará hacia la derecha. Y además llega un momento en que los peldaños salen totalmente fuera de la vertical del primero. Todo esto hace que la tarea parezca irrealizable. 

e) Práctica 2. ¿Es posible construir una escalera con el último peldaño totalmente fuera de la base? (Sí)

Parece indicar que la respuesta a la Clave 2 pudiera ser afirmativa. Es necesario entonces confirmarlo viendo como se desplaza el centro de gravedad y hasta donde puede llegar. 

f) Intervención monitor 1. ¿Cómo se mueve el centro de gravedad?
Coloquemos el primero sobre una superficie perfectamente plana y graduemos la línea sobre la que se apoya marcando el cero justo en la mitad del peldaño que es donde se encuentra su centro de gravedad.


Veamos que va ocurriendo con el centro de gravedad a medida que vamos añadiendo peldaños. Colocamos otro encima desplazado a la derecha una fracción 1/a de la longitud L


El nuevo centro de gravedad de la estructura formada por los dos se halla fácilmente como un problema de mezclas o media ponderada.

Desplazamiento del centro G de la mezcla (estructura)=
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Si añadimos un nuevo peldaño desplazado L/b de su anterior obtenemos la ley de desplazamiento: G13=
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 y así sucesivamente G14= 
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Volviendo a nuestra pregunta inicial ocurre que si G14 es mayor que L/2 entonces estará fuera del primer peldaño y la escalera caerá. Es decir, para que se sostenga es necesario que su valor sea menor que L/2. Simplificando (3/a)+(2/b)+(1/c)< 2.

g) Práctica 3: Buscar 3 valores a, b, c para que se mantenga la escalera (4 peldaños) 
Por ejemplo, a=4, b=3, c=2 
h) Clave 3: Teniendo en cuenta que nuestro objetivo es que la escalera pueda unir dos puntos separados por cualquier distancia horizontal, ¿cómo debe ser la sucesión de desplazamientos?

Conclusión: La suma de las fracciones que indican los desplazamientos ha de ser todo lo grande que sea necesario, en una palabra, que sea divergente. 

i) Intervención del monitor 2. En la práctica 3 vemos que la sucesión de denominadores nos recuerda la sucesión armónica que además es divergente. (Se puede hacer una indicación de la demostración). 

Sucesión armónica:  
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   Serie armónica: 
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j) Práctica 4: ¿Será estable la escalera cuando vamos colocando muchas más piezas desplazadas una longitud igual a las fracciones de la serie armónica?

(Vemos que no, incluso quitando el último peldaño)

k) Intervención del monitor 3. ¿Y si damos los pasos más pequeños? Tomaremos la mitad de la serie armónica que por supuesto también es divergente. 

Sucesión semiarmónica: 
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   Serie semiarmónica:
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l) Práctica 5: Colocamos 11 piezas con la serie semiarmónica. Es decir, en cada peldaño avanzaremos 1/22, 1/20, 1/18,…….,1/6, ¼   (se mantiene)

m) Estudio teórico. En cada peldaño avanzaremos 1/(2n), 1/(2(n-1)),…, 1/(2·3), 1/(2·2). 

Para ese caso tendremos que: 
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Vemos que todas las n-1 fracciones del numerador son menores que ½ por lo que entonces:


G1n <
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¡Eureka! La escalera, incluso con infinitos peldaños,  se mantendrá firme. Y avanzará hacia la derecha todo lo que sea necesario saliendo fuera del primer peldaño las veces que haga falta. 

n) Clave 4. ¿Será practicable la escalera?

Basta con comprobar que peso soportaría el último escalón (si el  último escalón soporta ese peso  los anteriores también pues  son más estables que el último). Pero dado que hay un margen desde la posición final del centro de gravedad hasta llegar al ½ (borde del primer peldaño) podemos añadir un peso que sería cada vez más pequeño cuanto mayor sea el número de peldaños de la escalera formada. 
	n veces 
	escalones

	1
	11

	2
	83

	3
	616

	4
	1.673

	5
	12.367

	6
	91.353

	7
	675.071

	8
	4.988.968

	9
	36.820.263

	10
	272.297.583


ñ) Práctica 6: Formemos la de 4 escalones y ponemos diferentes pesos en la punta del último escalón. (Comprobamos como no cae si el peso es menor de la mitad del escalón) 

j) Clave 4. ¿Será practicable la escalera?
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Usando Excel hemos obtenido la siguiente tabla, donde hemos puesto el interés en el número de escalones necesarios para que el desplazamiento horizontal de la escalera sea de 1, 2,… n veces la longitud de un escalón.


Esta tabla, obviamente, es independiente de la longitud y espesor de los escalones.
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